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Die verschiedenen Berechnungen der Kompressibilitaét der Atomkerne geben nahe 
- beieinander liegende Werte, wodurch die Bestimmung der Resonanzenergien der im Atomkern 
auftretenden Dilatationsschwingungen ermdéglicht wird. Die so ermittelten Ergebnisse kénnen 
mit den bei den Kernumwandlungsversuchen gemachten Erfahrungen verglichen werden. 


Die sich im Atomkern bei Anregungsenergien von einigen MeV abspie- 
‘lenden Prozesse kénnen erfolgreich behandelt werden, wenn angenommen 
wird, dass sich der Atomkern wie ein inkompressibles Flissigkeitstrépfchen 
verhalt [1, 2]. Uber die Kernkompressibilitat stellte H. A. Bethe als erster 
Schatzungen an [3], nach denen der Atomkern bis ungefahr 10 MeV als inkom- 
pressibel angesehen werden darf. In den letzten Jahren sind auch uber 10 MeV 
gelegene Resonanzstellen gemessen worden, was zur Folge hatte, dass sich einige 
Verfasser mit der Untersuchung der bei solchen Energien vor sich gehenden Anre- 
gungsprozesse beschaftigten, wobei sie jedoch immer von der Annahme einer 
inkompressiblen Kernmaterie ausgingen. Das Ziel der vorliegenden Mitteilung 
ist zu untersuchen, welche Bedeutung den Eigenschwingungen, die in der 
Kernmaterie infolge der von Null verschiedenen Kompressibilitat auftreten, 
in diesem Energiebereich zukommt. 

Es sei ein Atomkern betrachtet, der aus Z Protonen und N= A—Z 
Neutronen besteht. Die Teilchen befinden sich im Innern einer Kugel, die einen 
Halbmesser R besitzt, u. zw. im nicht angeregten Zustand — wenn man von 
der Coulombschen Abstossungswirkung absieht — in einer, in guter Naherung 
als konstant anzusehenden Dichte von 


3A 3 
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Der Wert r>=R. ATs ist, wie bekannt, vom Atomgewicht weitgehend 
unabhangig, und zwar ist r) = 1,42.10~! cm. Im angeregten Zustand wechselt 
die Dichte 9 des Kernes im allgemeinen von Ort zu Ort. Es soll angenommen 


* Vorgetragen an der Tagung Ungarischer Physiker im Mai 1952. Auszugsweise 
erschienen im April im Programm dieser Tagung (ungarisch) und (deutsch) in »Die Natur- 
wissenschaften« 39, S. 476—77, 1952. 
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Dichte darstellbar ist: 


p= P(e). 
Die Bewegung der Kernmaterie kann durch die aus der Hydrodynamik bekann- 
ten Eulerschen Gleichung ausgedriickt werden : 


Me fe +-(0. grad) | =— grad p + Mj, @) 
t 


wobei f die auf die Masseneinheit wirkende dussere Kraft bezeichnet. 
Bei Beriicksichtigung der Zustandsgleichung (1) kann (2) auch folgender- 


weise geschrieben werden : 


dv 1 .dp 
— p. grad) b = ———-— grad ge + f. 3 
at Me as (3) 
Die Kontinuitatsgleichung lautet : 

rele) : 

=E. + div (et) = 0. (4) 


Da die Dilatationsschwingungen, die im behandelten Energiebereich vor sich 
gehen, die bei Gleichgewicht herrschende Dichte der Kernmaterie nur in gering- 
fiigiger Weise verandern, so ist 


Wenn man dies in Rechnung stellt, so kinnen die Gleichungen (3) und (4) m 
folgender Form geschrieben werden : 


1 
SP 4. (0. grado = — (2 grad 1 +f, 
ot M \de /e=0, 


8 
S71 4 div [(1 +9) 2] = 0. 
o 
Bei den in Betracht kommenden Strémungsgeschwindigkeiten konnen die 


Produkte des »-Gradienten mit » und » neben den anderen Gliedern der 
Gleichung vernachlassigt werden. Es bleibt alse : 


an . 1 {dp z 
+ a] grad y =f, 6) 
et M \de e=2& 

82 4 div v=0. (6 


et 
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Wenn man die Differenz zwischen der Divergenz von (5) und der nach der 
Zeit genommenen Ableitung von (6) bildet, so ergibt sich : 

Op wee ‘ 

aims An = div f, (7) 


wo u den Ausdruck 


= Viale. © 


bezeichnet. Wenn fj = 0, dann erhalt man die Gleichung 


2. 
oe aN= 0 (9) 


welche die Bewegung der longitudinalen Dilatationswellen beschreibt. Die 
im Ansatz (8) eingefiihrte Grésse u ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Dilatationsschwingungen (Schallgeschwindigkeit). Der Wert von u wird durch 
die Kompressibilitat der Kernmaterie bestimmt. Die Berechnung der Kompressi- 
bilitat ist nur auf Grund einer Annahme von Kernkraften und bei Heranziehung 
irgendeines quantenmechanischen Naherungsverfahrens miglich. Uber die 
Kompressibilitat des Atomkerns haben mehrere Forscher, die von verschiedenen 
Annahmen ausgingen, Berechnungen angestellt. So z. B. kann, wenn die Bin- 
dungsenergie als Funktion des Kernhalbmessers bekannt ist, der auf das Kern- 
volumen bezogene Mittelwert der Kompressibilitat berechnet werden, aus dem 
wieder ein durchschnittlicher Schallgeschwindigkeitswert gewonnen werden 
kann. Aus den Kompressibilitatswerten, die von den einzelnen Forschern auf 
Grund verschiedener Annahmen errechnet wurden, ergeben sich folgende 
durchschnittliche Schallgeschwindigkeitswerte : 


H. A. Bethe—R. D. Pressent [3 | u = 0,085 ¢ 
| E. Feenberg [4] a —=90,07 —0.1 lee 
| W. J. Swiateczky [5] u = 0,085—0,09 c 
| S. Fliigge [6] u = 0,07 —0,17 ¢ 


(c bedeutet die Lichtgeschwindigkeit). Es ist ersichtlich, dass die auf Grund von 
verschiedenen Annahmen berechneten Werte ziemlich nahe beieinander liegen. 
Hieraus folgt, dass Berechnungen iiber die Dilatationsschwingungen der Atom- 
kerne durchgefiihrt werden kénnen, ohne dass dabei eine Kerntheorie notwen- 
dig ware, die eine genaue Kenntnis der Kernkrafte voraussetzt und die Eigen- 
schaften der angeregten Atomkerne exakt behandelt. Im folgenden soll der 
schallgeschwindigkeitswert u = 0,13 ¢ verwendet werden. (Dieser Wert ergibt 
sich, wenn man den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte aus der sta- 


* 
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tistisch abgeleiteten Zustandsgleichung eines vollstandig entarteten Fermion- 
gases ermittelt. 


3 
Bae Mu? 0,(0/09)°*, 


72 
u = (302)18 h l Si ae 
2Mr,| | 18\ A 


Der Vorteil dieser Annahme besteht darin, dass sich der Wert von u vollstan- | 
dig unabhangig vom Ort und praktisch unabhangig von A und Z_ ergibt, was) 
eine merkliche Erleichterung der Rechenarbeit bedeutet*.) Natiirlich muss 
immer beriicksichtigt werden, dass die erhaltenen Ergebnisse — entsprechend 
der aus obiger Zusammenstellung der u- Werte ersichtlichen Unsicherheit — nur 
angendherte Werte darstellen. 

Auf Grund des Ansatzes (7) kann nun die Berechnung der Frequenzen 
der Dilatationseigenschwingungen in Angriff genommen werden [9]. Ansatz (7) 
gsst sich nunmehr auf Grund der Annahme 


u(r, 9, p, t) = y¥(r) Y7(9, p) ef 


| 


separieren. Die Funktionen Y/", welche die Abhangigkeit von den Winkel-_ 
koordinaten beschreiben, ergeben sich als zugeordnete Kugelfunktionen. Die — 
Differentialgleichung des radialen Teiles lautet 


2 
d’y a 2 Lah b raise |y= 0. 


dr r dr 2 


T 


Es sei nun an Stelle von r die Bezeichnung x, die in Schallwellenlangen 4 gemes- 
sene Entfernung, eingefihrt : 


TO T 
x=—=27—. 
u 


In diesem Falle ist 


dx? xdx 


2 
ay eas pp v=o. 
: C : 4 J ¢ : 
Es ist y= es Ji+1/2(x), wo die J die Besselschen Funktionen sind. Die 
x 


* Die Wirkung der Kernkrafte und der Coulombschen Krifte, sowie die Korrektion 
der Fermischen kinetischen Energie [7, 8] kénnten in Form von mehr oder weniger eigenmiichti- 
gen Annahmen in Betracht gezogen werden. Dies wiirde jedoch nur den Ausdruck fiir u kompli- 
zieren (namlich seinen konstanten Charakter aufheben), ohne dass dadurch die Unsicherheit 
behoben wiirde, die durch die chige Zusammenstellung der u-Werte illustriert wurde und aus 
den liickenhaften Kenntnissen iiber die Kernstruktur stammt. 
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yollstandige Lésung der Schwingungsgleichung ist also demgemass die Super- 
position von Ausdriicken von der Gestalt . 


: 9 = Jus (2) YPC, 9) 0 (10) 
\x 

Da infolge der grossen Oberflachenspannung die Deformationen der Kern- 
oberfliche (Abweichung von der Kugelgestalt) im Vergleich zu den Abmes- 
sungen des Kernes vernachlassigt werden kénnen, so darf die Komponente der 
radialen Geschwindigkeit und Beschleunigung der Strémung an der Oberflache 
als Null angenommen werden. So ergibt sich aus der Gleichung (4) im Falle von 


f = 0 die Randbedingung 
| 
Or lr=R 


Mit Riicksicht auf die unter (10) angegebene Form von 1 ergibt sich aus der 
Randbedingung folgende Gleichung zur Bestimmung der Eigenfrequenz ©: 


Re 


u 


U Sea (41) — Jie (%1) = 9, wo a= (11) 
Sind die Eigenfrequenzen , bekannt, so kénnen die Anregungsenergiestufen 
auf Grund des bekannten Energie-Frequenz-Zusammenhanges der Quanten- 
theorie berechnet werden. 


Weoeeen = Au Am, 
R ig 


Die niedrigsten positiven Wurzeln der transzendenten Gleichung (11) fir ver- 
schiedene /-Werte und die entsprechenden Anregungsenergien sind 


1=0 x = 4,49 E, = 83,2 MeV - A—"? (Monopolschwingung), 
t=1 x, = 2,08 E, ==" 39,0 MeV - A—!® (Dipolschwingung), 
l=2 x, = 3,34 E, = 60,2 MeV: 4—!* (Quadrupolschwingung). 


Fir die héheren Werte von I scheint die verwendete Naherung nicht mehr real 
zu sein, weil dann’ die Wellenlange der Schwingung nahe an den Wert der Ent- 
fernung zweier Nukleonen voneinander zu liegen kommen wird. In diesem Falle 
kann aber die Kernmaterie nicht mehr als Kontinuum angesehen werden. Die 
obenstehenden Ergebnisse zeigen, dass oberhalb von 10 MeV eine Vernach- 
lassigung der Kompressibilitat auf keinen Fall mehr statthaft ist. Bei den 
schwersten Kernen kénnen | Dilatationsschwingungen sogar unter 10 MeV 
auftreten. 

Es lasst sich natiirlich nur schwer beantworten, was fiir eine Schwingungs- 
form im Laufe eines gegebenen Kernprozesses angeregt wird. Die bei Einfang 
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von Teilchen auftretenden Kraftwirkungen kénnen eine Mischung verschiedener - 


Schwingungsformen hervorrufen. Verhaltnismassig einfach kénnen die als | 


Wirkung von y-Strahlung auftretenden Schwingungen berechnet werden. Die 
einfallende Strahlung mége eine ebene Welle von der Frequenz (2 und einer 


Wellenlange von 207A = 2n sein. Das wechselnde elektromagnetische Feld 


wird den ganzen Kern beschleunigen. Die Beschleunigung des Kernmittel- 
punktes kann aus dem Wert der im Kernmittelpunkt wirkenden elektrischen 
Feldstarke berechnet werden : 


Bei der Ermittlung der erzwungenen Dilatationsschwingungen ist es zweck- 
massig, ein im Kernmittelpunkt befestigtes, also sich beschleunigendes Koordi- 
natensystem zu verwenden. In einem solchen System tritt ausser der elektrischen 
Kraft auch eine Tragheitskraft auf, die in der Bewegungsgleichung vorkom- 
mende Kraftdichte ist also durch folgenden Zusammenhang gegeben : 


p22 ea dt eZ 
MA dad MA 


[€(t)—G (t)]. 
Da 
div | =0 


st, so bleibt die Schwingungsleichung auch jetzt unverandert, es verandert sich 
nur die Randbedingung : 


: al , =4 ae [G,(t) — G,(t»)]. 


Wenn der Lichtstrahl sich entlang der x-Achse fortpflanzt und der Einheitsvektor 
€., der die Richtung z aufweist, die Richtung der Polarisation angibt, so ist 


X— Xo 


i02 (t— 
C= Lote ( aw ) x—x,=rsin#@ sin 9, 


und die Randbedingung lautet 


pe — Zz e aa eit cos o (eR sin} sin glA Atte 1). 
OT jr=R A Mu? 


Es ist ersichtlich, dass die elektromagnetische Strahlung im Falle von A>R 
keine Dilatationsschwingungen anzuregen imstande ist. Im fraglichen Energie- 
bereich ist zwar (R/A) <1, doch fallt seine Grisse bereits ins Gewicht. Zur 
Erleichterung der Rechenarbeit wird eine Reihenentwicklung gemiass (R/A) 
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yorgenommen, beim ersten Glied aber stehengeblieben. In diesem Falle kann 
die Randbedingung in folgender Form geschrieben werden : 


07 an Ze ak oe es 
aed = | = i do, Y,1(8, ges 
ic. 15 AMa of 2(9,9) + Ya7(9,9)] + 


wo... Glieder von der Gréssenordnung (R/A)? bedeuten. Von den unter (10) 
aufgestellten Lésungen der Schwingungsgleichung (9) werden die Randbedin- 
gungen durch folgenden Zusammenhang befriedigt : 


pis Z QR y agi!” Js)2(x) 
AMuA~ (5/2) Jsj2(%0) —xo Jrj2(%9) Vx 


sin ? cos # sin ¢ sin 2, 


fe =) X%q = RQ/u. 


Die Dichte des elektrischen Moments, das infolge der durch die -y-Strahlungen 
hervorgerufenen erzwungenen Schwingung auftritt, ist 


Ze Zea! 
8 = —(r—1t,)e = — 
eg Ancr3 , 


(t— 1) (1 +m), 


wobei (t—t)) die vom Kernmittelpunkt aus gerechnete Entfernung bezeichnet. 
Der Wirkungsquerschnitt der -y-Absorption kann als Quotient der Energie, 
die von den Kernschwingungen in der Zeiteinheit absorbiert wird, und der 
einfallenden Energiestromdichte berechnet werden : 


{gee 
os Ws dt 


S c : 
(sx 
Aa 8 | 


Oo 


Wird der oben gewonnene Ausdruck fiir $} eingesetzt, so erhalt man 


2 
6, =~—*. = 0,0013 barn. 
Mu? 
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Der Ausdruck x) = RQ ist ein Wert, der in der Nahe von eins liegt, und F ist | 
u 


eine einfache analytische Funktion davon : 


¥ —7/2 | 
F z0% x52 Jeo(x) dx. 
(x, Xo) = 5 5/2 Js) 2(%9) —_— XgJ 7) 2(%p) 2 sja( ) 


(Es kann hier die Integration durchgefiihrt und F durch trigonometrische — 
Funktionen ausgedriickt werden.) Aus der Gestalt von F ist ersichtlich, dass | 
der Wirkungsquerschnitt seinen maximalen Wert im Fall von 2 = @, erreicht, | 
also dann, wenn die Frequenz des y-Strahles mit der Frequenz der Quadrupol- | 
eigenschwingungen tibereinstimmt. Zur Bestimmung des numerischen Wertes 
des Resonanzwirkungsquerschnittes ist aber die obige Gleichung nicht geeignet,, 
weil der Wert des Dampfungskoeffizienten der Dilatationsschwingung nicht — | 
bekannt ist, und dieser die Grésse des Resonanzwirkungsquerschnittes in : 
entscheidender Weise beeinflusst. 
Das Ergebnis der Berechnung zeigt, dass die durch y-Strahlen hervor-_ 
gerufenen Resonanzenergien proportional zur —1/3 Potenz des Atomgewichts — 
sind : | 


Ey = E, = B+ A’. 


Der Wert des Proportionalitatsfaktors B hangt vom genauen Wert der Schall- | 
geschwindigkeit u ab und diirfte nach der hier vorgefiihrten Berechnung gegen 60,2 — 
MeV betragen. Diese Energieformel kann mit der Reihe der von H. Steinwedel — 
und H. Jensen [10] zusammengestellten Messergebnisse verglichen werden, 
laut denen die an den Kernen von Be®, C12, F19, Mg?6, Cu%3, Tit®1, U8 be- 


obachteten y-Resonanzenergien gut durch die empirische Formel 


Ey = 80 MeV - A-8 


wiedergegeben werden kénnen. Die Atomgewichtsabhangigkeit der berechneten 
Resonanzenergien stimmt gut mit jener der beobachteten Resonanzenergien 
iiberein, wahrend sich aus den Rechnungen fiir den Proportionalitatsfaktor 
B ein um ungefahr 25% geringerer Wert ergibt als aus den Messungen. Diese 
Abweichung diirfte zum wesentlichen Teil auf die Unsicherheit zuriickzufiihren 
sein, die in bezug auf die Grésse des Wertes von u besteht. Ein mit der Erfahrung 
iibereinstimmender Wert von B = 80 MeV ergibt sich bei u = 0,17 c. 

Eine andere Méglichkeit des Anregungsprozesses wurde von H. Steinwedel, 
H. Jensen und M. Danos [10] untersucht. Nach ihrer Erklarung kann das 
elektrische Feld die im Kern befindlichen Protonen im Vergleich zu den Neu- 
tronen in Dipolschwingungen versetzen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 
Schwingung betragt u’ = 0,21 c, und die Resonanzenergien ergeben sich auf 
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Grund der Gleichung E., = 60 MeV . A—", was mit den fiir die Dilatations- 
quadrupolschwingungen berechneten Energiewerten ungefahr identisch ist. 
Innerhalb der Genauigkeitsgrenze der Berechnungen hat es den Anschein, dass 
sowohl die Zwei-Flissigkeitsschwingung als auch die Dilatationsschwingung auf 
die Wirkung von y-Strahlung hin mit einem ungefahr gleich grossen Wirkungs- 
querschnitt angeregt werden; es ist wahrscheinlich, dass die y-Strahlung. 
im allgemeinen die Mischung der beiden Schwingungsformen hervorruft. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass um 10 MeV und dariiber die- 
Dilatationsschwingungen im Atomkern nicht unberiicksichtigt bleiben diirfen,, 
da mit ihrer Hilfe die in solchen Energiebereichen beobachteten y-Resonanzen 
erklart werden kénnen. Ob die bei ahnlichen Resonanzenergien zu erwartende, 
von Steinwedel und Jensen angenommene Zwei-Flissigkeitsschwingung oder 
aber die Dilatationsschwingung mit grésserem Wirkungsquerschnitt angeregt 
wird, kann ohne Kenntnis des Dampfungskoeffizienten nicht entschieden 
werden. Auf Grund der bisherigen Forschungen [2] kénnen die Anregungs- 
prozesse eines schweren Atomkerns, wenn man auch die obigen Berechnungen 
beriicksichtigt, (ahnlich wie die Rotations-, Vibrations- und Elektronen- 
bahnanregung der Molekiile) in drei Gruppen eingeteilt werden : 

1. Starrer Zustand ; es wird nur Drehungsenergie angeregt — von ca. einige 
KeV an. 

2. Zustand einer einheitlichen, inkompressiblen Flissigkeit ; es kénnen 
auch kapillare Wellen an der Oberflache angeregt werden — von ca. 1 MeV an. 

3. Zustand einer kompressiblen Flissigkeit ; es werden Dilatations- 
schwingungen angeregt, und es kann die Trennung der Proton-Neutron-Fliissig- 
keit eintreten — von ca. 10 MeV an. 


* 


Es sei an dieser Stelle G. Szamosi fiir seine wertvollen Diskussionen der 


beste Dank des Verfassers ausgesprochen. 
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cIN EINFACHER VERSUCH UBER DIE ENTSTEHUNG 
| BZW. VERHINDERUNG DER SPERRWIRKUNG 
BEI DEM SELENGLEICHRICHTER 


Von 
P. SELENYI 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST 


i (Eingegangen 3. XII. 1952.) 


Werden bei dem iiblichen Herstellungsverfahren des Selengleichrichters bei der ersten 
Varmebehandlung (beim Warmpressprozess) an Stelle von Glimmer- oder Aluminiumplatten 
jochpolierte, vernickelte oder verchromte Eisenplatten benutzt (zwischen die mit Selen iiber- 
ogenen Scheiben gelegt), so zeigen die fertigen Scheiben kaum eine Spur von Gleichrichtung. 
Terhindert man die Beriihrung des Selens, d. h. die Bildung eines Selenids mit den erwahnten 
fetallen dadurch, dass man die Zwischenplatten mit Zaponlack iiberzieht, so erhalt man Schei- 
en mit guter Gleichrichterwirkung. Dieser vom Verfasser bereits im Jahre 1943 ausgefiihrte 
\Tersuch und seine Erklarung, wonach die Bildung eines Selenids den Sperrwiderstand zerstért, 
|teht im besten Kinklang mit dem Ergebnis von R. Brill und H. Krebs, sie das Vorhandensein 
iner NiSe- bzw. CdSe-Schicht an der Unterseite des Seleniiberzuges nachgewiesen haben, sowie 
\uch mit der Feststellung des Verfassers, wonach die schadliche, den Sperrwiderstand herab- 
ietzende Wirkung des Quecksilbers bzw. des Bleies auf die Bildung von HgSe bzw. PbSe zuriick- 
jufiihren ist. 


Sowohl der Kupferoxydulgleichrichter, wie auch der Selengleichrichter 
sesteht in konstruktiver Hinsicht aus einer Halbleiterschicht, die zwischen 
rwei Metallen, der Grundplatte und der Deckelektrode, liegt. Im Falle des 
Kupferoxydulgleichrichters kénnen sogar beide Metalle auch chemisch identisch 
sein: die Grundplatte besteht hier aus Kupfer, doch kann auch die sog. Deck- 
elektrode aus Kupfer hergestellt werden, so dass die ganze Konstruktion 
scheinbar symmetrisch ist. Trotz dieses Umstandes weist aber diese Vorrichtung 
eine asymmetrische Strom-Spannung-Charakteristik auf. Dies lasst es ver- 
standlich erscheinen, dass es bei der Untersuchung der Gleichrichter von allem 
‘Anfang an eine der interessantesten Aufgaben war, in diesen sogenannten 
Trockengleichrichtern die Stelle der Asymmetrie zu finden. Langjahrige Unter- 
suchungen iiber den Kupferoxydulgleichrichter erbrachten schliesslich den 
Nachweis, dass diese asymmetrisch leitende »Sperrschicht« zwischen der Grund- 
platte und dem auf ihr bei einer Erhitzung auf ungefahr 1040° C erzeugten 
'Cu,O-Uberzug liegt, eine Dicke von rund 0,0001 cm aufweist und aus einer 
stéchiometrisch reinen Cu,O-Schicht besteht, die zwischen je eine Kupfer- 
oxydulschicht mit Kupfer- bzw. Sauerstoffiiberschuss eingebettet ist. Zwischen 
der freien Flache der Kupferoxydulschicht und der auf ihr angebrachten (z. B. 
aus Kupfer bestehenden) Deckelektrode befindet sich keine derartige Schicht, 
-weshalb dort auch keine asymmetrische Leitung auftritt. 

Von dem Selengleichrichter war schon im Jahre 1940, als sich der Verfasser 
mit seiner Herstellung und Untersuchung zu beschaftigen begann, bekannt, 
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dass sich hier die Sperrschicht zwischen der ausseren, freien Flache des Seleniiber 


war jedoch zu dieser Zeit in der Literatur eine Angabe dariiber zu finden, warum 
zwischen dem Grundmetall und dem Selen keine Sperrschicht entsteht. 

In den Mitteilungen, die der Verfasser iiber die Wirkung des Quecksil k 
berdampfes auf den Selengleichrichter und das Selenlichtelement veréffentlichte |: 
[1, 2], wurde erwahnt, dass die bei der Herstellung der Selengleichrichter 
gemachten ce ee ihn schon in den Jahren 1943-44 zu der ese 


| y 


( 


aus Hisenselenid oder Nickelselenid bildet: Wie der Verfasser spater erfuhr, | 
wiesen die deutschen Forscher R. Brill und H. Krebs [3] in der Tat das Vor- 
handensein einer solchen, aus Nickelselenid bestehenden Ubergangsschicht bei 
Gleichrichtern nach, deren Grundplatte eine vernickelte Eisenscheibe war. 
Sie wiesen des weitern nach, dass die auf die Aluminiumgrundplatte urspring- 
lich zur besseren Haftung des Selens aufgetragene, ungefahr 1/2000 mm dicke | 
Wismutschicht wahrend der Warmebehandlung zu Wismutselenid umge- 
wandelt wird, und bemerken hierzu, dass das Fehlen einer Sperrschicht der 
Entstehung dieser Verbindung zuzuschreiben ist. All dies steht im besten | 
Einklang mit den erwahnten Mitteilungen des Verfassers, in denen festgestellt 
wurde, dass die Sperrwirkung ebenfalls aufhért, wenn die oberste Schicht des _ 
Selens zu Quecksilberselenid bzw. Bleiselenid umgewandelt wird. | 
Im nachstehenden soll ein einfacher Versuch beschrieben werden, der 
gleichfalls die Richtigkeit der obigen Annahme bestatigt, dass namlich die | 
Sperrwirkung aufhért, wenn an der Oberflache des Selens eine elektrisch leitende 
Metallselenid-Zwischenschicht gebildet wird oder vorhanden ist. Dieser Versuch 
wurde bereits im Mai 1943 ausgefiihrt, die diesbeziiglichen Aufzeichnungen : 
in den alten Neschspoikollon kamen aber erst kiirzlich wieder zur | 
Hand. | 
Es ist bekannt, dass bei der Herstellung des Selengleichrichters die im — 
geschmolzenen Zustande aufgetragene amorphe Selenschicht mittels Warm- | 
pressung in ihre kristalline Modifikation tbergefiihrt wird, wobei man zwischen | 
die einander zugekehrten Selenschichten von zwei Platten eine Glimmerplatte | 
legt. Die damaligen Beschaffungsschwierigkeiten fiir Glimmer haben den Ver- | 
fasser seinerzeit veranlasst, diesen durch irgendein anderes Material zu ersetzen. 
Es war dem Verfasser bekannt, dass auslindische Firmen fir diesen Zweck auf 
Hochglanz polierte Aluminiumscheiben mit gutem Erfolg verwendeten, offen- 
sichtlich deshalb, weil sich das Aluminium unter solchen Verhaltnissen nicht mit 
dem Selen verbindet und nicht einmal an ihm haften bleibt. Da zu dieser Zeit 
aber auch Aluminium nur schwer zu beschaffen war, wurde versucht, zum 
Pressprozess blank polierte und vernickelte bzw. verchromte Stahlscheiben 
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m verwenden. Die so hergestellten Gleichrichterscheiben erwiesen sich als 
rollstandig unbrauchbar: in der Durchlassrichtung war ihr Widerstand im 
iblichen Ausmass gering, doch zeigten sie kaum eine Spur von Sperrwiderstand. 
Wahrend das Verhaltnis des Sperr- und Durchlasswiderstandes einer guten 
3cheibe bei 1 Volt einige tausend betragt, war der Sperrwiderstand dieser 
3cheiben nur dreimal so gross wie der Durchlasswiderstand. Auch das Aussere 
Aussehen der Scheiben war nicht einwandfrei : nach dem Pressprozess waren sie 
‘leckig und blieben es auch nach der zweiten Warmebehandlung. All dies wies 
Jarauf hin, dass der Nickel bzw. das Chrom schon bei der Temperatur des 
Pressprozesses (rund 110°C) sich mit dem Selen chemisch verbindet. Dies 
wurde einfach dadurch zu verhindern versucht, dass die verchromte Stahlscheibe 
an beiden Seiten dick mit Zaponlack bestrichen und der Lack vorsichtig einge- 
trocknet wurde. Mit diesen lackierten Stahlscheiben wurden zuerst zwei Gleich- 
richterscheiben gepresst ; diese wiesen eine ebenso gute Gleichrichterwirkung 
auf wie die mit Glimmer gepressten. Ein ahnlich gutes Ergebnis wurde in einem 
zweiten Versuch mit vier Gleichrichtern erzielt,zu deren Pressen Stahlscheiben 
Verwendung fanden, die mit einer glanzenden Kadmiumschicht iberzogen und 
dann mit Lack bestrichen waren, wahrend ein dritter ahnlicher Versuch Gleich- 
richter ergab, die zwar recht gut formiert werden konnten, aber nicht die Qualitat 
der mit Glimmer gepressten Scheiben erreichten. Diese Versuche hatte man 
natiirlich fortsetzen miissen. Der Zaponlack, der damals gerade zur Verfiigung 
stand und deshalb benutzt wurde, war natiirlich nicht das geeignetste Mittel 
fiir diesen Zweck, da er wahrend des Pressprozesses abblatterte und am Selen 
haften blieb. Nach den damaligen Aufzeichnungen hatte der Verfasser geplant, 
Versuche mit Aufbrennen von hitzebestandigem Emaillack auf die Stahlscheiben 
auszufiihren. Dies gelangte aber seinerzeit nicht mehr zur Ausfihrung, und 
heute ist diese ganze, unter Druck erfolgende Warmebehandlung eine mehr oder 
weniger iiberholte Methode. Diese wenigen einfachen Beobachtungen besitzen 
aber — nach Meinung des Verfassers — den Charakter eines wirklichen »experi- 
‘mentum crucis.« Wenn namlich die obere Schicht des Selens die Méglichkeit 
hat, sich mit dem angrenzenden Metall zu Seleniden zu vereinigen, so hért die 
‘Sperrwirkung auf; wird jedoch das Zustandekommen einer solchen Selenid- 
‘awischenschicht verhindert, so bildet sich eine Sperrschicht. 

Es muss erwahnt werden, dass nicht jedes Metallselenid eine solche unvor- 
teilhafte Wirkung aufweist. So lasst sich beispielsweise die Sperrwirkung des 
Selengleichrichters sogar verbessern, wenn auf die Selenschicht Kadmium 
aufgetragen und dann die Warmebehandlung bei etwa 210° C durchgefihrt 
wird. Die Tatsache, dass sich unter solchen Umstanden wohl Kadmiumselenid 
bildet, geht z. B. aus den Untersuchungen von Masao Tomura [4] hervor, 
der gelegentlich seiner Untersuchungen tiber die Wirkung des Kadmiums auf 
die Spektralempfindlichkeit des Selenlichtelementes durch Elektronendiffraktion 
nachwies, dass die auf die Selenoberflache aufgetragene diinne Kadmiumschicht 


14 P. SELENYI 


bei der nachtraglichen Warmebehandlung in Kadmiumselenid umgewandelt 
wird. 
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NPOCTOH ONbIT 10 HSYYEHHIO NOBEPXHOCTHOPO CIO WIAUB 
CEJIEHOBbIX BbINPAMUTEJIEM | 


Il. Mlenenu } 


Peswme 


EciH B OObIYHOM MpOHSBOACTBeEHHOM Mpoliecce cemeHOBEIX BBINIPpAMHTeeH NpH ropsa- 
ueH ImpeccoBke MOKPBITHIX cemeHOM maii6 BMecTO MpOKMafOK HS COAL HCNOb3yIoTCA mmac- 
THHKH H3 JIHCTOBOFO >KeJe3a, OTIWIHOBaHHbie 0 OecKa H NOKPBITbIe HHKesIeM WH KajiMHem, 
TO Ha PoroBbIx maHOax He ocTaercs Clefa BLIIPAMIAIOMero AeHcTBHA. Ho ec NHCTOBOe 2KeTe30 } 
TIpe Ba PHTebHO NOKPHITh, Hal|pHMep, UATOHOBHIM JaKOM, TO MOJyyawTcdA OTIHUHEIE BBITIpaMH- | 
TeJbHbIe wakObl. Ha OcHoBe sToro onbira aBTop (eme B Mae 1943 r.) npHuler K BLIBOLYy, 4TO Ha | 
NOBEPXHOCTH pasfesa MeTamMHYecKorO ceseHa MpeKpamlaetca pelicrBHe BBIIPAMJIeHHA, CCH 
TaM (Ha NOBepxHOcTH pa3syena) obpasyerca TIPOMeXKYTOYHBIH COM H3 KaKoro-HHOyyb ceve- 
HHcTOPO MeTaja. II[pucyTcrBHe Takoro NpomexyTOUHOrO c0A MOXY CeJIeHOM H OCHOBHOM 
maHOoH ObII0 B jeHCTBHTeIBHOCTH N0Ka3saHO HecKoAbKO nosqHee Bpwinem Hu Kpebcem, 
PeHTPeHOCHeKTPOCKOMHYeCKHM IlyTeM Ha BBINPAMHTeNAX pa3sIHUHOH KOHCTpyKuHH. (CM. 
«Ky pHan J. 1. O. A. Final Report Ne 56, erp. 13). 
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: A half-spherical Mg metal surface is bombarded with the a-rays of a Po preparation 
laced in the centre of the half sphere. The excitation curves of the resulting Me(a, n)S 
clear processes are measured by a BCl,-filled ionization chamber. By measuring the 
ounting rate of the chamber it is also possible to obtain the absolute yield of the nuclear 
ransformation, The neutron radiation is likely to be emitted by the Mg* isotope. 


In 1930 W. Bothe and H. Becker reported [1] that the nuclear trans- 
iormations of light elements, taking place under Polonium a-ray bombardment 
ire followed by y-radiation. As is well known they investigated the elements 
i, Be, B, F, Na, Mg and Al. The y-radiation of Li and Be proved to be highly 
yenetrating. The measurements of I.Curie and F. Joliot [2] chiefly concerning 
3e showed that the ionizing effect of the assumed y-radiation highly increased 
when a hydrogen-containing absorber was inserted. By a closer study of the 
question J. Chadwick discovered the neutron in 1932 [3]. His discovery started 
t number of investigations concerning the (a, n) nuclear reactions of light ele- 
nents, among which B, Be and Li are dealt with by many authors, owing to 
the fact that, their nuclear reaction yield being relatively better, the neutron 
‘adiation they emit is stronger than that of the other light elements. For the 
atter there are comparatively few data available. The nuclear transformation 
of Mg produced by the a-rays of Po has been studied among others by P. Savel 
[4] who has measured the y-radiation, as well as by A. Szalay and E. Csongor 
[5]. The latter have measured a y-excitation function, which they have also 
completed by y-absorption measurements. The excitation function of the 
Mig(a, p)Al nuclear process has been measured by H. Klarmann [6], W. E. 
Duncanson and H. Miller [7], and more recently by A. Szalay [12]. For the 
slectron radiation of the resulting artificial radioactive nuclei measurements 
have been performed by H. Fahlenbrach [8], A. Eckardt [9], and A. Meye [10]. 
The neutron radiation of Mg, however, is treated by only one author, I. Halpern 
[11], while there are no data at all available for the origin of this neutron 
radiation, the resonance peaks of the excitation curve and the energy 
Jistribution of the neutrons leaving the source. In the present article an attempt 


* Reported at the Pécs meeting of the Hungarian Physical Society, 28th May 1951. 
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is made to clarify some of these problems; the investigations of the nuclear 
reactions of Mg under Po a-ray bombardment, carried out in this Institute, 
are completed by the ,.Mg(a, n),,Si excitation curve. 


II. Measuring apparatus 


1. The Po preparation made by the sublimation (volatilization) method — 
of this Institute was mounted on a 3 mm diameter Pt-Ir disk. The strength of 
the preparation, calculated for the half-time of the measurement, was 6,65 mC. 
Its initial strength was determined by absolute G.-M.- counter measurements. 


5000 V 
STABILIZED 


TO PUMP 


PREAMPLIFIER 


AMPLIFIER 


Fig. 1. Sketch of the measuring apparatus. The paraffin coated cylinder is the neutron counter. 


Hg MANOMETER 


‘The preparation was put in the centre of a half-spherical air-tight radiating 
vessel of 48 mm diameter, the inner surface of which was coated with a polished 
Mg plate 0,5 mm thick. Thus it was possible to measure an integral 
excitation curve. (Previous spectroscopic analysis of the Mg plate in the Hunga- 
rian Geological Institute had established that it contained no Li, B or Be, 
only about 0,01% of Al and some impurities of Ca and Mn, which did not affect 
the measurements.) To vary the energy of the a-rays N. gas was let into the 
half-spherical vessel. The pressure of the gas could be read on amercury manometer. 
‘The total energy of the a-rays of Po as measured by Rutherford, Wynn- Williams, 
Lewis and Bowden [13] is 5,303 MeV, which corresponds, using the data of 
Livingston and Bethe [14], to a mean range of 3,805 cm in air at 760 mm Hg 
and 15° C. For slowing down the a-rays nitrogen gas was used because nitrogen 
does not enter into chemical reaction either with Po or Mg and because, its 
nuclear reaction yield being small, it does not influence the effect to be meas- 
-ured. | 
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2. The neutrons leaving the Mg surface were detected by a BC], vapour- 
filled ionization chamber at a distance of 8 cm from the half sphere. The chamber 
was a cylindrical vacuum-tight vessel of a counting volume of two liters, filled, 
after the air had been carefully removed, with 310 mm Hg BCI, vapour. The collector 
electrode was a centrally located rounded-off brass rod 26 mm in diameter. 
The output of the electrode was connected in a screened glass insulator to the 
grid of the first (preamplifier) tube of an RC-coupled amplifier. 


TO 5000 Vv 


TO AMPLIFIER 


1 
012345 cm MB srass Geeonre jricew  Ejazass 


Fig. 2. The inner cylindrical vessel is filled with BC], vapour. 


When a slow neutron entering the chamber collides with a B™ atom the 

nuclear reaction 
B? (n, a) Li’ 

takes place. The 5000 V stabilized voltage connected to the ionization chamber 
collects the negative ions formed by the a-particle (1,6 MeV) which were released 
in the reaction and the thrown-back Li nucleus (0,9 MeV) on the collector 
electrode. A good reaction yield can be obtained only then if the reaction is 
brought about by thermal neutrons. To slow down the neutrons to thermal 
speeds the ionization chamber is surrounded by a paraffin cylinder 5 cm thick 
and 260 cm in outer diameter. The neutrons leaving the source slow down to 
thermal speeds after several collisions with the hydrogen atoms of the paraffin 
cylinder and thus the nuclear transformation can take place. The voltage pulses 
appearing on the collector electrode of the chamber are of an order of magni- 
tude of 100 V and are amplified about 2.104 times by a three-stage RC-coupled 
electronic tube amplifier. For the fourth stage a thyratron tube is used, which 
operates an electromagnetic counter. By the thyratron bias the discrimination 
limit is set so that the nuclear transformations taking place near the wall of 
the chamber are also counted. 


2 Acta Physica I1I/1. 
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III. Results of the measurements 


The natural effect of our apparatus is 154+ 3 particles per hour if a 
paraffin cylinder is used. (Mean value from 201 hour measurements.) Without 
the paraffin cylinder the natural effect amounts to 1022-10 particles per hour, 
the difference is 52 particles, attributed to the neutrons produced by the cosmic 
radiation. The effect measured without the paraffin cylinder is due to the 
radioactive impurities in the brass wall of the chamber. The excitation curve of 
the neutron radiation emitted by Mg under Po a-ray bombardment is shown in 
Fig. 3. The number of neutrons per hour measured beyond the natural effect 
is plotted against the vertical axis, and the energy of the bombarding a-rays 
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Fig. 3. Ordinate: Number of neutrons per hour measured beyond the natural effect. 
Abscissa: The rest range of the bombarding a-particles calculated for air at 760 mm Hg?land) 
15°C, i.e. their rest energy in MeV. 


in MeV, ie. their rest range in cm converted for 760 mm Hg and 15°C air is) 
measured on the horizontal axis. In the conversion the stopping power of 
nitrogen gas is taken to be 0,98 times as great as that of air. (See Geiger’s meas~ 
urements [15].) On the average each point of the curve represents five hours” 
measurement. The distance between the points was 0,0666 cm air equivalent. 
Altogether 170000 néutrons were counted. The excitation curve we obtained 
clearly shows that the neutron radiation starts at an a-energy of 3,6 MeV and 
exhibits definite resonance at the a-range of 3,05 cm, i.e. at 4,53 MeV. 
Comparing our excitation curve with the only available measurement data 
of I. Halpern [11] we see that in Halpern’s curve the neutron emission starté 
at 3 MeV and that his excitation curve exhibits no definite resonances. Other: 


| 
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wise the two excitation curves do not differ essentially. For the bombardment 
of the Mg surface Halpern also used Po a-rays, the inhomogeneity of which, 
as he reports, amounted to 15%. 

As for the resolving power of the measuring apparatus, however, it 
must be mentioned that by employing a Po preparation practically point-like 
as compared with the 24 mm radius half sphere, the resolving power could be 
increased to exceed that of the preceeding measurements. Besides the 
resonance at the 3,05 cm a-range, our excitation curve exhibits a 
quite significant resonance at 3,3 cm i.e. at 4,8 MeV. Still more resonances 
can be found though they are not so evident owing to statistical fluctuations. 


IV. Evaluation of the measurement data 


Considering that the natural Mg element is a mixture of three isotopes 
Mg”, Mg® and Mg” with the relative abundances 77,4%, 11,5% and 11,1% 
respectively, the reaction (a, n) can, at least in principle, take place on each 
of them, and can be written in the form 


Mg4, 25, 26 (q,n) Si27, 28, 29 


1. The reaction Mg** (a, n) Si?” is endothermic and involves a mass defect 

of —8,8.10~* mass units (with mass values calculated according to the Fliigge. 

_Maittauch table [16 ]) corresponding to 8,18 MeV. Thus it is certainly not possible 
for this reaction to take place under Po a-particle bombardment. 

2. The reaction Mg?5(a, n)Si28 is exothermic with a computed mass 
defect of +2,3-+0,8 thousandths mass units corresponding to +2,14-+0,74 
MeV, i.e. this process can take place under Po a-ray bombardment. 

3. The reaction Mg*(a, n)Si2® is endothermic with a mass defect of 
/—1,5++0,9.10—*. As the excitation curve shows, in our case the neutron radiation 
Starts at the energy 3,5 MeV. The mass defect expressed in electron volts being 
—1,40,84 MeV this process is also possible. 

The two latter reactions result in stable Si isotopes and it is energetically 
possible for both to emit neutron radiation. The fact, however, that the reaction 
Mg”(a,n)Si28 is exothermic, suggests that most of the neutron radiation 
\is due to this process. To settle the question the absolute yield of the reaction 
had also to be measured. (Absolute yield: number of neutrons obtained from 
@ reaction to number of bombarding a-particles). First, to measure the counting 
:fficiency of the chamber the Po preparation was put in the centre of an Al half 
sphere of the same size as the Mg half sphere. (The strength of the preparation 
was 6,17 mC.) By measuring the number of neutrons emitted by Al the absolute 
jiensitivity of the neutron counter could be determined. The yield of the neutron 
adiation resulting from full energy a-bombardment is known from Szalay’s 
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measurements [12] for the positron radiation. With his data the yield of the 


reaction 
aaa + ,He* — pel OS ees jtte ae gee eF + 449159 


is 2,3.10~7 positrons/a-particle, also corresponding to the yield of the neutron 
radiation. The effect measured in vacuum was 590,5 + 18 neutrons/hour, the 
counting efficiency of the chamber in a paraffin cylinder being thus 0,62%. 
With this value the neutron radiation of the Mg surface gave a yield of 
3,75.10-7 n/a-particle, when full a-energies were used. 

Our results and those obtained by Szalay and Csongor [5] for the 
y-radiation of Mg are in very good agreement. The absolute yield of the y-radia- 
tion as calculated in [5] is 5,2.107 y-quanta/a-particle and their excitation 
curve starts at 3,8 MeV. From energetical considerations and y-absorption 
measurements Szalay and Csongor concluded that the y-radiation following 
the bombardment of Mg with a-rays is due to the reaction Mg?5 (a, n) Si?’ 

Considering all that has been said above our neutron radiation seems 
to be caused by the same reaction as the -y-radiation observed by Szalay and 
Csongor, i.e. both are very likely to belong to Mg?*(a, n)Si?8, This question 
could be settled definitely by measurements on separated isotopes. 

The problem of the uncertain resonances could be solved by a bombarding 
apparatus of still higher resolving power and better geometry. Valuable results 
can also be expected from the differential excitation curve, which would leave 
no doubt as regards the question of resonances. 


Summary 


The ,.Mg(a, n),,Si nuclear reactions taking place when a Mg metal, 
surface is bombarded by Po a-rays are accompanied by neutron radiation | 
The excitation curves of this radiation were determined by means of 2 
BCl,-filled ionization chamber made at this Institute. In order to obtain) 
a good reaction yield the neutrons emitted by the Mg surface were slowed, 
down by a paraffin layer 5 cm thick. The voltage pulses arriving at thi| 
collector electrode were amplified by a three-stage RC-coupled amplifier con 
nected to a thyratron operated mechanical counter. | 

As can be seen in Fig. 3 the neutron emission starts at 3,6 Me’ 
a-energy and the excitation curve shows at least two definite resonance 
at the a-ranges 3,05 cm and 3,3 em. The absolute yield of the neutro) 
radiation was also determined and gave 3,75.10°% neutrons/a-partick 
This order of magnitude fairly well agreed with that of the y-radiatio) 
measured by Szalay and Csongor. Thus it is most likely that both tk 
neutron and the y-radiation result from the same nuclear process. Szala_ 
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and Csongor consider their y-radiation to be a product of the Mg*5(a, n)Si28 
reaction, which is very well possible, as this reation is exothermic. It is, 
therefore, very probable that the neutron and the y-radiation both belong 
to the above nuclear process. 

The measurements described in this paper were carried out at the 
Institute for Experimental Physics of the Debrecen University, under the 
direction of Prof. Dr. 4. Szalay. I should like to express my gratitude 
for his support and helpful discussions, als well as for the Po preparation 
he placed at my disposal. 
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MCCJENTOBAHHE ®YHKUWMH BO3SBYKTEHHA 
IIPH MPEOBPASOBAHHHM ATOMHbIX AEP ,.Meg(a, n),,Si 
YW. Hay, 


Pesiwme 


Astop OomOapqupoBan moBepxHocTb MeTasmMuecKkoro Mg, umelomy1o d@opmy nony- 
{chepI, npH nomMomu a—zyuel mpenapata Po, pasMeujeHHoro B WeHTpe. PyukuwA BO3s6yK 
\JeHHA OOpasyiounxcd mpH mpeoOpasopaHHH aTomHbix sgep Mg(a, n)Si usmepaacb Honsa- 
| [MOHHOH KamMepow c sapazgom BCl,. UsmepeHveM TOUHOCTH cyueTa KaMepbl cTaJIO BOSMO>KHBIM 
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DETERMINATION OF QUANTUM EFFICIENCY 
OF LUMINESCENT POWDERS BY CALORIMETRIC 
MEASUREMENT 


By 
ZALAN BODO 


RESEARCH LABORATORY OF THE UNITED INCANDESCENT LAMP AND ELECTRICAL CO. LTD. 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 3. IL. 1953) 


A new method was developed for the measurement of the quantum efficiency of lumi- 
nescent powders, which aimed at the calorimetric determination of the increase in temperature 
due to irradiation. The temperature increase is related to the same effect in non-luminescent 
carbon black making thereby possible the calculation of the quantum efficiency. 

This method was adopted for the determination of the quantum efficiency for five different 
‘substances, with an overall accuracy of appr. 3%. 

For willemites containing greater amounts of manganese or iron, it was established in 
the course of the investigation, that infrared luminescence is not emitted, the energy absorbed 
within the substance being converted entirely to thermal energy. 


Introduction 


Investigating willemite samples with different Mn and Fe concentrations, 
it was found — as is already known — that the efficiency of luminescence has a 
|maximum for 0,6 — 1% Mn and shows a gradual loss of efficiency for traces of 
Fe with increasing Fe content. It remained therefore to investigate whether 
this efficiency loss is a result of an invisible luminescent emission (e.g. in the far, 
‘not yet investigated infrared region) or is the direct result of the conversion of 
energy into heat. 

| This problem was solved by the measurement of the quantum efficiency 
of luminescence. The experimental setup was a modification of the device 
originally proposed by Alencev [1] for the investigation of liquids. 

Our investigations have decided unequivocally that the energy loss is 
¢mtirely accounted for (within our experimental error) by the heating of the 
host crystal. 


Efficiency of luminescence 


The efficiency of luminescence i.e. the quotient of the emitted luminescent 
nergy to the absorbed excitation energy is a quantity of great theoretical and 
ractical importance. 

In most investigations one determines only the relative efficiency by measur- 
ig the light emission of specimens of the same spectral emission by constant 
«citing intensity. These relative data, however, furnish the absolute values of 
{ficiency if the efficiency of a single sample is determined previously. 


24 Zz. BODO 


The efficiency 1 is a product of two factors : | 
1 = 711 Ne» (1) ! 


the first of which, 7,, comprising the effect of the energy difference between the 

energy of an exciting and an emitted photon. By the absorption of a quantum) 

of frequency vq an energy E, = hv, is absorbed, and by the emission an energy 

E, = hv, is emitted. The efficiency of this energy conversion be denoted by 
Ee Ve 


eee aoe 2)) 
Uk roay (2) 


the value of 7, is generally less than unity (transition according to Stokes’ law), 
and for the cases treated here it may be safely assumed that absorption and 
emission are both one-photon processes. 

The second factor in the product (1), 7, comprises the energy loss which is 
incurred by the failure of every photon absorption leading always to emission. 
Denoting by n, the number of absorbed, by n, that of the emitted photons, the 
quantum efficiency is ' 


n, 
n= (3) 
Na 
Combining equations (2) and (3) we get 
Ve Me Ne hve E 
= i . — = Ks 4), 
RMU ee ios Vertue A ; ( ) 


giving the efficiency (7) as quotient of the emitted to the absorbed energy. 

For a given class of luminescent materials 7, is determined by the emission 
spectrum and by the frequency of the exciting radiation, the quantum efficiency 
Nis determined mainly by the perfection of the luminescent material itself, by 
the presence of impurities, etc. 

In the course of the investigations reported here, 7, was calculated from 
the known 7, and from 7 which was measured as follows. 


Experimental setup 


The measuring device, which was a modified calorimeter, is seen in Fig. 1. 
A small plate of copper foil (b) is placed on a cork column (c), both arranged 
inside a thick walled copper box (d). Copper constantane thermocouples (e), 
forty in series, indicate the temperature difference between the copper foil and 
the outer box. These thermocouples were soldered with insulating picein both to 
the foil and to the box. The box had an opening in its upper side into which a 
closed quartz cell (f) containing water was inserted. 
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The samples to be investigated were placed upon a plate (a,); another 
plate (a,) was sprayed with carbon black for comparison’s sake, both plates being 
placed upon the copper foil plate. Box (d) was also applied with a carbon black 
layer at its inner side ; the whole box was insulated thermally from the surround- 
ings as much as possible. The thermal insulating consisted of two layers of cotton 
and one layer of wood chip. The exciting energy was supplied by three germicidal 
lamps one above the other, the water filter (m) serving for the removal of any far 
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Fig. 1. 


Experimental setup 


infrared radiation. The visible light output of the lamps was calculated by placing 
a glass plate upon the water filter, in which case only the visible radiation of the 
lamps could reach the target, by removing this glass plate, however, the ultra- 
violet radiation of 2537 A reached the target too. The voltage developed in this 
thermocolumn was measured by a galvanometer of 10~° A/mm sensitivity and 
84 ohm resistance. 

Preliminary runs indicated that the thermal insulation of the inner 
box from the surroundings was not entirely perfect and thus the temperature of 
the room ought to have been kept constant within close tolerances. Because this 
necessary constancy could not be achieved, the zero point of the galvanometer 
shifted continuously indicating a varying temperature gradient between 6 and d. 
This zero-point-shift could be greatly reduced by applying thermocouples across 
d and j in series and varying in number. The number of the necessary thermo- 
junctions was empirically determined by the disappearance of the zero-shift 
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when both thermocolumns (those across d and b and across d and j) were connect- 
ed opposite to each other. This compensating device reduced the zero-shift to 
a very low and gradual value, which could easily be reckoned with. 

The excitation was kept constant during runs by measuring the intensity 
of the ultraviolet radiation and varying the lamp voltage for constant ultraviolet 
intensity. The ultraviolet intensity was controlled by the fluorescence of a cad- 
mium borate powder and a selenium photocell with Schott filter RG1. The total 
ultraviolet is absorbed within the fluorescent layer and the glass filter, the latter 
absorbing the visible mercury lines too, the photocell indicating only the red 
cadmium borate fluorescence which is proportional to the amount of the ultra- 
violet. 


Method of measurement 


The efficiency of luminescence is, according to equation (4), the quotient 
of the emitted luminescent and absorbed excitation energy. The same quantity 
can be expressed by the amount of energy Q, which remains in the powder 
layer E = A —Q, which gives for 7 


——. 5) 

A A 

The ratio Q/A can, therefore, be determined calorimetrically. Placing the 

plate with the luminescent material above the plate with the layer of carbon black 
the temperature increase is governed by the differential equation : 


Q dt — f(T —T,) dt = KdT (6) 


with the following notation: t time, T temperature of the powder (or more 
accurately of the copper foil), T,) the temperature of the surroundings (box d ye 
Q the energy which was absorbed within the powder. This Q is practically the 
same as that in equation (5), for the luminescent emission arrives at the blackened 
walls, where it is absorbed completely. The heat capacity of box d was so great 
that this energy caused practically no temperature increase. 6, (T’— T)) denotes 
the heat loss for unit time. This quantity may be supposed to belinearly depen- 
dent on the temperature difference because of its small value. K is the heat 
capacity of the foil and the plates. 

The solution of the differential equation (6) with the appropriate boundary 
conditions t = 0, T = Ty is: 


TT) =~ [1 —exp(—fxt @) 
i 
In the first run the asymptotic value of the temperature difference 


m= 2 (8) 
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and the time constant 
eres (9) 


were measured. 

For the second run the plates changed position, the blackened one being 
above that containing the fluorescent powder, and the experiment was repeated 
with the same intensity of 2537 A radiation. Now we have the differential equation 


A(l—n) 


: dt — B,(T—T,) dt = KdT, (10) 
2h 


100 | 


Fig. 2. 


The recorded values during the warming and cooling phase. 1 mm deflection of the galvano- 
meter corresponds to appr. 10 * C°. 


A (1—rs) 
1—rpy 
coefficients of carbon black resp. that of the fluorescent material in the ultraviolet. 


A the amount of ultraviolet absorbed in the previous case (fluorescent material 
1—r, 


denoting the heat developed in the plates, r5, resp. rp the reflexion 


above). In the present case the correction is necessary due to the different 


—r 

reflection coefficients. The reflected Sipaviolet i absorbed also on the blackened 
walls, i. e. it does not reach the fluorescent material. Therefore in the slightly 
reflecting carbon black (2%) more energy is absorbed than in the much better 
reflecting fluorescent powders (up to 25%). In the expression of the heat loss 
another constant, f., was assumed, considering the reversed position of the plates. 
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The solution of equation (10) is 


T—T, =o 11— exp (— 8,41): 
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| Fig. 3. 


(12). 


The determination of e. The point of the warming-up curve are plotted in such coordinates, | 


that this curve is a straight line with slope 


and 
B 
&, >= a 
were determined. 
From these data we obtain 
n=l ce ee &M, 1—rs 
A &, M, 1—rp 
and this gives 
Ny = = ? 


(18) 


(14) 
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which may be denoted as an apparent quantum efficiency. The relative bright- 
ness of luminescent materials calculated to the same amount of ultraviolet 
absorbed is proportional to that quantity. The theoretically interesting real 
quantum efficiency, 7, may be determined from 7,’ by the following reasoning. 
Quite generally 17,’<72, for when measuring 12’ energy absorbed from the emitted 
luminescence is also contained in the measurement. The luminescent light 
is entirely diffused, half of the emission radiating outwards, the other half 
inwards, the thickness of the layers considered infinite. 

The radiation emitted outwards suffers no absorption losses in a first 
approximation, for the absorption coefficient for ultraviolet is so much greater 
than that for the emitted colour that the total fluorescence is produced in a 
-very thin surface layer, whence the radiation starting outwards can escape 
without absorption losses. Appreciable absorption occurs, therefore, only in the 
fluorescent radiation starting inwards. This quantity may, however, be deter- 
mined by irradiating the layer with light of the same spectral composition as 
the emitted fluorescence and measuring the reflexion coefficient r of this layer. 
(For the measurement of the reflexion coefficients see author’s other public- 
ation [2].) 


Now the efficiency of visible radiation emission by this fluorescent layer 


1 
is given by y > and thus 


This last calculation is, of course,not exact but for most luminescent materials 
r being very near to unity, it suffices as a first approximation. 


Results 


In the first course of measurements five different samples were investigated 
under 2537 A excitation. The substances being the following : 


1. Willemite containing 0,22% Mn 
2. Willemite containing 5° Mn 

3. Willemite containing 0,1% Fe 
4. Calcium halophosphate Mn, Sb 
5. Cadmium borate, Mn 


The results are compiled in Tables I and II, the quantities e and M given 
in arbitrary units. Sample 1 was measured three times, giving accuracy of 


+ 3% in quantum efficiency. 
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For sample 3 (containing 0,1°%% Fe) — as was forecast by the total lack 
of visible emission — the quantum efficiency was found to be 0%. 

Sample 2 suffered a loss of 83% in proportion to sample 1 in the visible 
light due to the excess manganese content. Correspondingly the quantum 
efficiency (7),') was found to be 14,6%. The agreements are very good and give 
a solid basis for the assumption that the efficiency loss cannot be ascribed to 
new emission bands of invisible radiations, the absorbed energy being retained 
in the material itself. 


TABLE II 
TABLE I Sample 
Aver- 
Sample 1 ae If 2 3 4 5 

25 LS 20 Loe ETS £) 19 | 1,18°) 1520 12) ISS 
M, 258 | 389 | 367] 338 M, 338 | 577] 463 | 234] 382 
Ey 1526) de 2OeaeZon M126 ee 1,26) 1S) | 018) CLS ae28 
M, 466 | 696} 654] 605 M, 605 | 652 | 610 | 448 |) 482 
Ts 0,019 | 0,019 | 0,019 | 0,019 Ts 0,019 | 0,019 | 0,019 | 0,019 | 0,019 
Tp 0,225 | 0,225 | 0,225 | 0,225 Tp 0,225 | 0,045 | 0,25 |0,21 | 0,048 
T 0,935 | 0,935 | 0,935 | 0,935 Tr 0,935 |0,56 | 0,877 | 0,955 | 0,786 
Uy 0,345 | 0,326 | 0,324 | 0,332 n 0,332 | 0,070 | 0,0 0,385 | 0,213 
my _ | 0,482 | 0,482 | 0,482 | 0,482 my | 0482 |0,482 | — | 0,470 | 0413 

| 
no | 0,716 | 0,677 | 0,672 | 0,69 N. |0,69 |0,146 | — | 0,820 | 0,516 
No 0,740 | 0,700 | 0,696 | 0,71 TOOL? — |0,84 | 0,58 

+ 0,03 + 0,03 | 
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KAJIOPHMETPHYUECKOE HM3MEPEHME KBAHTOBOrO K. Oi. J. 
JIIOMMHECHEHTHbIX MOPOMKOB 


3. Bogo 


Pesiwme 


PaspaOoraH HOBBIM MeTO AA H3MepeHHA KBaHTOBCYO K. M1. fl. IOMMHECWeEHTHEIX MOpo- 
Kos. CyTb MeTOWa H3MepeHHA saksouaeTcA B KasOpHMeTpHyecKOM oOMpeyeneHHH HarpeBa 
NOPOMKOB BCJeAcTBHe OOMyueHHA. CpaBHeHHe 9TOFO HarpeBa C HarpeBOM (HeAMHHECHMpyl0- 
meH) caxKH leaeT BOSMOXKHEIM ONpeseIHTb KBAHTOBbIM K. MI. J. STHX MOPOMKOB. 

IIpH nomomm sTOro MeTOAa ObI H3MepeH KBaHTOBbIi K. I. A. MATH pasHUHEIX MOpoui- 
KOB. TOUHOCTh H3MepeHHit K. M1. A. COcTaBIAeT OKOIO + 3%. 

Ha ochope npovsBefeHHEIX H3MepeHHH MO%KHO yCTaHOBHTh, YTO Y BHJIJeMHTAa C BBICO- 
KHM COfepxKaHHeM MapraHila Hy BHJIeMHTa C MpHMeCcHMH >KesIesa He HMeeT MeCTO HHKakaA 
HHpakpacHasc JOMHHeCIEHUAA, a NOTepAHHAA 9HEPIHA NpOABIAeTCA B MOpomiKax B KayecTBe 
Tena 


ZUR THEORIE DES HJ-MOLEKULS 


Von 
R. GASPAR und A. KONYA 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE W{SSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von P. Gombés. — Eingegangen: 3. II. 1953) 


Mit der Annahme, dass das HJ-Molekiil aus einem J -Jon und einem® Proton aufgebaut ist 
wird auf Grund des von P. Gombdés mit der Korrelationskorrektion erweiterten statistischen 
Modells des J -Ions und der ebenfalls von ihm fiir dieses erweiterte Modell entwickelten Storungs- 
rechnung eine Theorie des HJ-Molekiils entwickelt. Die im Rahmen dieser Theorie berechneten 
Bindungskonstanten sowie der Kernabstand und die Dissoziationsenergie, weiterhin das indu- 
zierte Dipolmoment des Molekiils stimmen recht befriedigend mit den empirischen Werten iiber- 
ein. Es werden keinerlei empirische oder halbempirische Konstanten eingefiihrt. 


§ 1. Einleitung 


Die theoretische Behandlung von Molekiilen fiihrt bekanntlich zu betracht- 
lichen mathematischen Schwierigkeiten. Fiir homéopolare Molekiile gelang eine 
vollkommen ausreichende theoretische Behandlung nur beim einfachsten Molekil, 
dem H,-Molekiil [1]. Bei den heteropolaren liegen die Verhiltnisse giinstiger, 
auch sind fir aus schweren Atomen aufgebaute Molekiile bemerkenswerte 
Resultate vorhanden [2 ]. 

Bei den Wasserstoffhalogeniden besteht nun zundchst die Schwierigkeit 
darin, dass diese einerseits in Atome dissoziieren, also von diesem Gesichts- 
punkt aus als homéopolar zu betrachten sind, anderseits aber ein, wenn 
auch kleines elektrisches Dipolmoment besitzen, das deutlich darauf hinweist, 
dass die Bindung dieser Molekiile doch keinesfalls als vollkommen homéopolar 
zu betrachten ist. Diese Molekiile sind also in gewissem Masse als Ubergang 
zwischen den typisch homéopolaren und heteropolaren Molekiilen zu betrachten. 
Bei der theoretischen Behandlung dieser Molekiile kann man so vorgehen, dass 
man sie aus einem negativen Halogenion und einem positiven Wasserstoffion, 
d. h. einem Proton aufbaut. Es ist dann bei der Berechnung der Wechselwirkungs- 
energie wesentlich, dass man ausser der Wechselwirkungsenergie erster Ordnung 
auch die Wechselwirkungsenergie zweiter Ordnung, d. h. die Polarisations- 
‘energie in Betracht zieht. Dadurch wird namlich — anschaulich gesprochen — 
‘ein Teil der Elektronenladung zum Proton zuriickgezogen, es wird also hierdurch 
ein Ubergangszustand zwischen dem heteropolaren und homéopolaren Zustand 
also gerade der in der Natur tatsichlich vorkommenden Ubergangszustand her- 


gestellt bzw. approximiert. 
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Auf Grund dieser Annahmen wurde schon frither eine wellenmechanische 


Theorie des HCl-Molekiils entwickelt, die zu sehr befriedigenden Resultaten 
fiihrte, die aber zum Teil empirische Konstanten enthalt [3 lp 

Wir wollen nun mit denselben Annahmen ohne Zuhilfenahme empirischer 
Parameter eine Theorie des HJ-Molekiils entwickeln, wobei wir das J -Ion 
statistisch behandeln, und zwar legen wir fiir dieses das von Gombds durch die 
Korrelationskorrektion erweiterte statistische Modell zu Grunde [4]. Die 
Korrelationskorrektion erweist sich hier als wichtig, da man auf Grund des 
statistischen Modells nur mit Beriicksichtigung dieser in unserer Theorie we- 


sentlichen Polarisierbarkeit des J -Ions einen brauchbaren Wert erhalt [5]. — 


§ 2. Das statistische Modell des J -Ions 


Wie schon in der Einleitung erwahnt wurde, behandeln wir das J -Ion 


ee ee Ee 


statistisch, und zwar approximieren wir es durch das von Gombds mit der — 


Korrelationskorrektion erweiterte statistische Modell, im Rahmen dessen mit 


Beriicksichtigung der Jensenschen Modifikation auch negative Ionen stabil sind. | 
Die Korrelationskorrektion spielt im Inneren des J -Ions nur eine ganz unbe- , 


deutende Rolle, am Rand des Ions wird jedoch die Korrelationskorrektion 
betrichtlich und fihrt zu einem Dichteverlauf, der bei den verschiedensten 
Anwendungen iberall bedeutend bessere Resultate liefert als die statistischen 
Modelle ohne Korrelationskorrektion. Ganz besonders gilt dies fiir solche Atom- 
oder Ioneneigenschaften oder Grissen, die durch den Dichteverlauf in den 


ausseren Gebieten der Atome oder Ionen determiniert werden. In unseren Berech- | 
nungen sind die Randgebiete des J -Ions ganz besonders wichtig, da wir in | 


zweiter Naherung die durch das Proton hervorgerufene Polarisationsenergie des 
J--Ions zu berechnen haben, bei der die Randgebiete besonders stark ims 
Gewicht fallen. 

Die Elektronendichte des J -Ions wird in dem genannten Modell folgender- 
massen dargestellt 


x 


je gee (t) q) 


4nu*8 N—1 


wo Z = 53 die Ordnungszahl des J -Ions und N = 54 die Anzahl der Elektronen 
des J -Ions bedeutet ; weiterhin ist 


P=%+khno (2a) 


x= o/u* (2b) 


. (NY (9218 
. neal ee ay (2c) 
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Hier bedeuten gp, und 7p die fiir das statistische Modell grundlegenden Funktio- 
nen, die tabelliert vorliegen [2], 9 ist die Entfernung vom Kern und a, der erste 
Bohrsche Wasserstoffradius. Die Konstante k und der Grenzradius x, haben fiir 
das J -Ion folgenden Wert 


k= +1,82-10-& und x, = 22,30. (3) 


§ 3. Die statistische Stérungsrechnung 


In dem aus dem J -Ion und Proton bestehenden System fiihren wir eine 
Stérungsrechnung durch, indem wir die durch das Proton im J -Ion hervorge- 
rufene Stérungsenergie berechnen. Die Berechnungen fiihren wir auf Grund der 
von Gombds entwickelten statistischen Stérungsrechnung durch, die wir hier 
kurz zusammenfassen [5]. 

Fiir die Energie E’ des gestérten Atoms gilt der Ausdruck 


rj 


wo v’ die gestérte Elektronendichte, V,’ das mit dieser berechnete Potential der 
-gestérten Elektronenwolke, V, das Potential des Kerns und w’ ein Korrek- 
tionsglied ist, das der Austausch- und Korrelationsenergie Rechnung tragt. Wenn 
man die Elektronendichte des ungestérten Atoms mit y bezeichnet, so kann man 


vy’ —v-+ ov (5) 


ms — (Vi +2 V; +0 of —o" |a, (4) 


setzen, wo fir die Dichtednderung dy die Bedingung 


{ dvdv =0 (6) 


gilt, wodurch zum Ausdruck gebracht wird, dass sich die Anzahl der Elektronen 
durch die Stérung nicht andert. Wenn man fir dv den Ansatz 


by Fg eyo (7) 
5x 


macht, wo A ein Variationsparameter ist, hat man die Konstante vp aus der 


Forderung (6) zu bestimmen und so ergibt sich 


_ Jovi do 


(8) 
f v3 dv 


Die Stérungsenergien verschiedener Ordnung kann man aus (4) durch 
Entwicklung nach 6v bestimmen, der Variationsparameter wird durch die 


3 > Acta Physica III/1. 


34 BR. GASPAR und A. KONYA 


Minimumsforderung der Energie festgelegt. Fiir die Stérungsenergie erster 
Ordnung 7, ergibt sich unmittelbar der von 6y unabhangige Ausdruck 


1=— ef dv, (9) 


der der iiber die ungestérte Dichteverteilung gemittelte Wert des Stérungs- 


potentials ist. Fiir die Stérungsenergie zweiter Ordnung 7, und den Variations- 
parameter A erhalt man 


W2 
= — —__+___. 10 
Bi 4(W, + W,.— Wr) Ue 
und 
i Beer SE 1D | 
2(W, + Wr — Wa) aes | 


In (10) und (11) sind W,, W,, W;, und W, die folgenden von A unabhangigen 
Ausdriicke : 


“care (12) | 


Sef (a OO EON) Fae (13a) | 


|t—t'| 
etree ners Dena | 
eet (60)? do é (136) 
und 
Le Ler 620 
Va i = (Or) ae. (13c) 


Nach (12) bekommt man W,, wenn man das Stérungspotential v iiber die Dichte- 


anderung 6y mittelt, W, ist die elektrostatische Energiednderung, die zufolge 
der Dichteanderung 6y resultiert, und W, gibt die Korrektion der Fermischen 
kinetischen Energie. W, ist ein durch Austausch und Korrelation bedingter 
Term, der hier im Verhaltnis zu W, + W, klein ist und vernachlassigt werden 
kann. 

Bei der Berechnung der Stérungsenergie zweiter Ordnung bedeutet es eine 
wesentliche Vereinfachung, dass man W, durch W, ausdriicken kann. Wenn wir 
namlich in (12) und (13b) den Ausdruck (7) fiir 6y einsetzen, so ist sofort zu sehen, 
dass der Zusammenhang 


W,=— W, (14) 


besteht. 
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§ 4. Bestimmung der Energie des HJ-Molekiils als Funktion des Kernabstandes 
auf Grund der statistischen Stérungsrechnung 


Wenn wir die Energieberechnung des HJ-Molekiils auf Grund der statis- 
tischen Stérungsrechnung durchfiihren wollen, miissen wir zunachst das Stérungs- 
potential bestimmen. Da wir das HJ-Molekiil aus einem J -Ion und einem Proton 
zusammensetzen, hat man als Stérungspotential das Wechselwirkungspotential 
des J -Ions mit dem Proton zu betrachten. Fiir dieses ergibt sich pro Elektron 


e Ze _ e 1 ae 15 
rT N56 (0%2+6?—206 cos #2 NG Ge) 


ea 


Abb. 1. Koordinaten zur Theorie des HJ-Molekiils. 


wo e die positive Elementarladung und 6 den Kernabstand bedeutet, weiterhin 
sind ¢ und r die Entfernung eines Punktes P vom Kern des J -Ions bzw. vom 
Proton, und 8 der Winkel, den @ mit 6 in deminder Abb. 1 angedeuteten 
Sinne einschliesst. 

Da die Elektronenverteilung des J -Ions kugelsymmetrisch ist, kann 
man in (9) die Integration iiber die Winkel einfach durchfithren und erhalt 
fiir die Stérungsenergie erster Ordnung 


é Xo 
= oo me2u*? i; J v(x) x*dx + J v(x) vas| ’ (16) 
0 é 


wo € = 6/u* ist. Den Verlauf von 7, zeigt Abb. 3. 

Aus den Formeln (4)—(13) ist sofort 2u sehen, dass das von r unabhangige 
Glied —(Z/N) e/6 in Bezug auf die Dichteanderung erster Ordnung und somit 
auch auf die Stérungsenergie zweiter Ordnung keinerlei Einfluss hat und aus den 
Formeln (7), (12), (13a—c) herausfallt. Wir kénnen also in Bezug auf die Stérungs- 


3* 
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energie zweiter Ordnung dieses konstante Glied streichen und als Stérungs- 
potential 
e e 


~r  (92-+62 206 cos 8)!” es 


einfihren. 
Wir beginnen mit der Berechnung von W,. Nach der Integration iiber die 
Winkel, die sofort durchzufihren ist, ergibt sich 


Xo 


0, = ee Lf v8(@) 2 log # de — 208 pw? J a (18) 
DKK g ; |é ee i “ 


Etwas komplizierter ist die Berechnung von W,, da man die Integration 
hier nur durch eine Reihenentwicklung von 1 |t—r’ | durchfiihren kann. 
Bekanntlich lasst sich 1/|t—t’| folgendermassen nach Kugelfunktionen ent- 
wickeln 


1 --) 
| => K,(r,r’) Pn(cos @), (19) 
a n=0 


wo @ der durch die Ortsvektoren t und r’ eingeschlossene Winkel ist, und 
K,, (r, r’) folgende Bedeutung hat 


rr 
BF neal; 5 
yn+t 


K,(r,r’) = (20) 
| : = Par 
r" 
Ganz abnlich ergibt sich 
e o 
= —e S'K, (0,5) Pnr(cos 8), 21 
ETP (21) 


wo K,, (@, 6) ganz entsprechend zu (20) definiert ist. 
Zur Berechnung von W, hat man noch das Summationstheorem der Kugel- 
funktionen zu Me cksichepen: nach welchen 


P,(cos @) = a ON Pons ) P™cos 8) ele—# ym 22) | 


(nm 
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ist, wo 0, U' und 9, 9’ die entsprechenden Winkel in iiblicher Bezeichnung der 
raumlichen Kugelkoordinaten der Punkte t bzw. t’ bezeichnen. 
Mit Hilfe von (19), (20), (21) und (22) findet man nach einer Integration, 


iiber die Winkel 


18 27 e4 
Wa = 25 a {I,—2 I, + v2 I;}, (23) 
wo 
1 
1, =8 fp? Sy) —_— __H 
: a > »(2n+1)7 * ee) 


x 

Xo 7m 
eS 

) Mt TZ. 

0 vil 


Xo es 


Abb. 2. Integrationsbereiche in den Integralen I, , I, und I, 


und 
é 


]\2n+2 ; é 
Tah ee (;) v3 (x) onside | V'3(o0') x6’ dx! + (25) 


, 
z=0 z=2 


x 


=} = Lf 909 xen +2 dx fre )x’ —2n dx’ + enfin 3(x) i. ka x! dx’ 


ee gi =é m=é— a’ =é 
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Ahnlich ergibt sich 


§ § é Xo 
I, = 4eu*4 f J V3 (x) x*dx | Al3(26")9¢'dax’ + : J pls(a)atde | 9a! ada + 
0 0 E 


x 
x 


Xp € %% 
+ J yl 3(x)dx / gil Ble! yar 8d J v'(x)dx | VN 3(x!)xe!Pdx! (26) 
é 0 : : 


x 


+ i) y1l3(x)xdx J nnd 
é 5 


-Q2 


-0,4 


-05 
Abb. 3. Energie des HJ-Molekiils als Funktion des Kernabstandes. Abszisse : Kernabstand in 
den dimensionslosen &-Einheiten. (Man vgl. den Text.) Ordinate: Energie in e*/a)-Einheiten 


und x 3 Bo Xo 


0 
1, = 8a" J V'/3(x)x%dx J v3 (x!)x'dx’ +b J v3I3 (x) x*dx J vU3(x0')x' dx’. (27) 
0 é 


x 0 
Zufolge dessen, dass die Funktion K(r, r’) bzw. K (g, 6) fir r =r’ baw. 
o =6 verschieden definiert ist, ergeben sich zunachst mehrere Teilintegrale, die 
jedoch von einander nicht unabhangig sind, wodurch sich deren Anzahl stark 


reduziert. In Abb. 2 haben wir fiir I, in der Ebene (x, x’) die einzelnen Integrations- 


bereiche dargestellt. Diejenigen Bereiche, in welchen I, denselben Wert hat, sind — 


auf die gleiche Weise schraffiert. 
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I, ist durch eine ziemlich rasch konvergierende unendliche Reihe dar- 
gestellt. Wir haben die ersten 9 Glieder der Reihe berechnet und den Rest der 
Reihe, der weniger als 3°% von J, ausmacht, schatzungsweise berechnet. Der 
hierdurch entstehende Fehler ist unbedeutend. 

Durch Berechnung der Integrale fiir verschiedene Kernabstande lasst sich 
die Emergie des HJ-Molekiils E = 7, + 7, als Funktion von 6 feststellen. Den 


\ 


tog (1#400v) ——> 


~ 


16 12° 8 4 0 4 ts] 12 16 20 
; —_— 


Abb. 4. Die Verteilung der Elektronendichte im HJ-Molekiil an der Kernverbindungslinie. 
Der Kern des J~-Ions ist im Ursprung des Koordinatensystems. Die Abszisse des Protons ist mit 
einem Pfeil bezeichnet. 


Verlauf von E als Funktion von § = 6/#* zeigt Abb. 3. Das Minimum von E 
entspricht der stabilen Gleichgewichtslage. Aus der Figur ist zu sehen, dass das 
Energieminimum bei x = 15,3, d. h. 6) = 1,91 A liegt. 6, ist der Kernabstand 
des HJ-Molekiils im Grundzustand. Der berechnete Kernabstand unter- 
scheidet sich vom empirischen Wert 6, = 1,60 A um 19%. 

Der Betrag des Energieminimums ist die Dissotiationsenergie des HJ- 
Molekiils, d. h. die Energie, die man aufwenden muss, um das Molekiil in ein 
J - undein H*-Ion zu dissoziieren; wir bezeichnen diese Energie mit D GJ): 
Fir diese ergibt sich D(H* J.) = 12,25eV. Die empirische Dissoziations- 
energie kann man mit dieser Energie nicht unmittelbar vergleichen, denn diese 
ist diejenige Energie, die man aufzuwenden hat, um das Molekiil in ein neutrales 


40 R. GASPAR und A. KONYA 


J- und ein neutrales H-Atom zu dissoziieren; diese Energie betragt D(H, J) = 
— 2,75eV. Wenn wir mit J(H) die Ionisierungsenergie des H-Atoms und mit 
A (J) die Elektronenaffinitat des J-Atoms bezeichnen [6], so kann man nach Ein- 
setzen der empirischen Werte J(H) = 13,6leV und A(J) = 3,22eV D(H*, J) 


aus folgendem Kreisprozess berechnen 
D(H+,J-) = D(H, J) + J) — Als). 


Hieraus ergibt sich D(H*, J) = 13,14 eV, also ein um rund 7% grésserer Wert 
als der theoretische. 


§ 5. Berechnung des Dipolmomentes 


Eine weitere Konstante, die man mit dem hier geschilderten Stérungs- 
verfahren einfach berechnen kann, ist das Dipolmoment des HJ-Molekiils. 
Wenn wir das von den als punktférmig betrachteten Ionen resultierende Dipol- 
moment mit m, und das durch die Polarisation, d. h. Deformation der Elektronen- 


wolke entstehende (kurz induzierte) Dipolmoment mit m’ bezeichnen, so ergibt ) 


sich das Dipolmoment des HJ-Molekiils folgendermassen 


m=m)—m’, 
wo 


My = ed und m' =|? év dv = fr cos 3 dy du (29) 


ist. Fiir m’ ergibt sich nach Einsetzen des Ausdruckes (7) fiir 6v und nach Inte- 
gration iiber die Winkel 


dee ayaa ° 

is Apne jd [ xmtx) dx + i xv/3(x) dx. |. (30) 

ee Ge 
0 g 

Die hier vorkommenden Integrale treten auch bei der Berechnung der Energie- 

funktion auf, so dass zur Berechnting von m’ keine weitere Integrationen erforder- 

lich sind. 


Bei dem Vergleich des berechneten Wertes von m mit der Erfahrung 
entsteht eine Schwierigkeit, denn m) und m’ sind von der Gréssenordnung 
6-10-18 CGS und fast gleich gross. Der empirische Wert von m betragt 
0,30 - 10-28 CGS [7] ,ist also rand 20-mal kleiner als m) und m’, als deren 
Differenz sich m ergeben soll. 

Im Falle von m ist die Ubereinstimmung hinreichend, denn der theoreti- 
sche Wert ergibt sich in der theoretisch bestimmten Gleichgewichtslage 


m&.— 0,17- 10-28 CGS. 
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§ 6. Die Dichteverteilung im HJ-Molekiil 


In diesem Paragraph wollen wir die Dichteverteilung des HJ-Molekils, 
|. h. die Dichteverteilung des durch das Proton gestérten J -Ions ausfiithrlich 
seschreiben, die bei der Berechnung des Dipolmomentes eine wesentliche Rolle 
pi lt. Mit Hilfe von (1), (7), (8), (11) und (17) kann die Dichteverteilung des 


26 


20 


a7 20 16 12 8 4 0 4 8 12 16 20 24 


\bb. 5. Kurven gleicher Elektronendichte im HJ-Molekiil. (Siehe Tab. I.) Kernabstand in dimen- 
sionslosen x-Einheiten. Der Kern des J--Ions ist im Ursprung des Koordinatensystems. 


sestérten J -Ions formelmassig leicht hergestellt werden. Fiir den Fall des theo- 
retisch bestimmten Kernabstandes wird der Verlauf der Dichteverteilung ent- 
ang der Kernverbindungslinie in Abb. 4 dargestellt. Der Atomkern des J -Ions 
refindet sich im Ursprung des Koordinatensystems. Die Abszisse des Protons ist 
nit einem Pfeil bezeichnet. Fiir die Ordinate haben wir eine pseudologarithmische 
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Skala gewahlt um die grossen Dichteunterschiede in der Nahe des Zentrum: 
des J’-Ions und am Rand des Ions in der Abbildung auszugleichen. Aus den 
Figur ist deutlich zu sehen, dass das in die Elektronenwolke des J -Ions ein- 
dringende Proton einen grossen Teil der Elektronen zu sich zieht ; diese Elek- y 
tronen werden von der dem Proton entgegengesetzten Seite des J -Ions weg- 
gezogen. Da der experimentelle Wert des Dipolmomentes klein ist, folgt, dass die} 
Ladung des Protons durch die um das Proton entstehende Elektronenwolke , 
stark kompensiert wird, was bedeutet, dass das HJ-Molekil den aus neutralen , 
Atomen aufgebauten homéopolaren Molekiilen verwandt ist. Der von uns fix 

das Dipolmoment berechnete Wert —0,17 - 10 18 CGS weist darauf hin, dass in, 
unserem Modell das J -Ion vom Proton so stark polarisiert wird, dass die Elek- i 
tronenwolke, die das Proton umgibt, die Ladung desselben tiberkompensiert. | 
Es ist leider nicht méglich das Vorzeichen des Dipolmomentes empirisch zu 
bestimmen und so kann man auf diesem Wege nicht entscheiden, ob das negative 
Vorzeichen des Dipolmoments der Wahrheit entspricht. Zwischen dem Kerni 
des Protons bzw. des J -Ions entsteht eine sog. Elektronenbriicke, d. h. ein) 
Gehiet grosser Elektronendichte, dem, wie es bei homéopolaren Bindungen allge-| 
mein bekannt ist, die Stabilisierung des HJ-Molekiils zum grossen Teil zuzuschrei- 
ben ist. Diese Elektronenbriicke und die auf die Elektronenverteilung beziiglichen 
anderen Eigenschaften sind in Abb. 5 ausfihrlich dargestellt. In dieser Figur! 
sind namlich in einer die Kernverbindungslinie enthaltenden Ebene die sogenannte 
Niveaukurven eingezeichnet, die die Stellen gleicher Dichte verbinden. In einer 
den J -Kern enthaltenden Ebene sind die Niveaukurven des ungestérten J -Ions 
Kreise, deren Mittelpunkt der Kern ist. Wir sind in der Weise vorgegangen 
dass wir festgestellt haben, wie sich die Niveaukurven des ungestérten J -Lons, 
fix die wir konzentrische aequidistante Kreise mit dem J” -Kern als Mittel-' 
punkt wahlen, durch die Stérung deformieren. | 

In der Tabelle I sind die Werte der Elektronendichten im ungestérten 

J'-Ion an den einzelnen Kreisen angegeben. Der erste, mit 0 bezeichnete Kreis, 
ist im J -Ion mit dem Grenzradius gezeichnet, entlang dessen die Dichte dem 
kleinen, aber endlichen Wert 0,003074 1 /a)? annimmt. In der ausseren Halfte der’ 
Kugel, in der sich das ungestérte J -Ion befindet, ist die Elektronendichte| 
beinahe konstant. Die Stérung des Protons verandert diese Dichteverteilung| 
in der Weise, dass es einen grossen Teil der Elektronen von diesem Volumen- 
anteil konstanter Dichte zu sich zieht. Dies dussert sich darin, dass die Niveau- 
kurven, die im ungestérten J -Ion aequidistant waren, im HJ-Molekiil stark 
deformiert werden und sich an der dem Proton entgegengesetzten Seite des 
J-Ions anhaufen. 


t 
e 
I 
e 
d 
} 
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Die gestrichelten Kurven sind Niveaukurven in Gebieten in denen die 
urspringlich eingezeichneten (aus der Deformation aequidistanter Kreise sich 
ergebenden) Kurven nicht geniigend dicht verlaufen, und dienen zur Gewinnung 
einer besseren Ubersicht des deformierten Dichteverlaufes. 
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§ 7. Diskussion der Resultate 


In Anbetracht dessen, dass wir unsere Berechnungen auf Grund der sehr 
vereinfachten Annahmen einer reinen Ionenbindung durchgefiihrt haben, sind 
unsere Resultate als sehr befriedigend zu bezeichnen. Die Ubereinstimmung der 
berechneten Konstanten mit den empirischen ist fiir die Dissoziationsenergie 
und das induzierte Dipolmoment sehr gut, im Falle des Kernabstandes ist sie 
etwas schlechter. 

Die erhaltenen Resultate zeigen die Brauchbarkeit des zu Grunde gelegten 
statistischen Modells und der statistischen Stérungsrechnung, die sich auch bei 
der Berechnung der Polarisierbarkeiten schwerer Atome und Ionen gut bewabrt 


hat. 


In dem von uns zu Grunde gelegten mit der Korrelation erweiterten statis- 
tischen Modell des J--Ions lauft die Elektronendichte bekanntlich nur bis zu 
einem Randwert von v%) = 0,003074/a9 aus und kann kleinere Werte als v9 
nicht annehmen. Demzufolge besitzt das hier zu Grunde gelegte Modell einen 
endlichen Rand, ausserhalb dessen die Elektronendichte Null ist. Diese Beran- 
dungsflache ist fiir das ungestérte J -Ion eine Kugelflache. Wir haben in dieser 
Naherung diese Randflache auch fiir das gestérte J -Ion beibehalten, was 
aber exakt nicht gilt und nur deshalb erlaubt ist, weil der hierdurch entste- 
hende Fehler klein ist. Bei einer Weiterentwicklung der hier entworfenen Theorie 
des HJ-Molekiils hatte man zu beriicksichtigen, dass der Rand des gestorten 
J -Ions keine Kugelflache ist. 

Weiterhin miisste man bei einer Weiterentwicklung der Theorie so vor- 
gehen, dass man die Bindung nicht als reine Ionenbindung betrachtet, sondern 


auch ein homéopolares Bindungspotential zulasst. 


TABELLE I. 


Daten der Kurven gleicher Elektronendichte im HJ-Molekiil. @ ist der Radius der Kreise 
gleicher Elektronendichte im J_ -Ion - 
a EEEEEEEEEEEEEEEEEE 


Nummer der Kurve 0 1 2 3 

@ in dimensionslosen Einheiten 22,3 20,1 18,1 16,1 

v in 1/a,* Einheiten 0,003074 0,003295 0,004014 0,005685 
Nummer der Kurve 4 5 6 ft 

@ in dimensionslosen Einkeiten 141 12,1 10,1 8,1 

vy in 1/a)? Einheiten 0,009316 0,017436 0,037523 0,093260 
Nummer der Kurve 8 9 10 

@ in dimensionslosen Einheiten 6,1 4,1 2,1 

v in 1/a,? Einheiten 0,29179 1,28847 11,6107 
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O TEOPHH MOJIEKYJIbI HJ 


- P. Tamnap u A. Kona ? 


Peswme | 

ABTOpbI OnpefeIHIH BaxkHeHmMe MOcTOAHHBIe MOJeKyJb HJ, ucxoga us cTaTHeTH 

yeckoH MOJeH HOHa J~ AONOTHeHHOH Koppealve. SHepru” pewleTKH ONpefeneHa TPH MO) 

MOWH NeprypOauHoHHOrO HcutcneHHA. TlomyueHHble MpH MOMOMM 3THX pacueTOB sHayeHHy 

SHEprH AHCCOMMaUHH, AepHbIX paccTosHHH H MOMeHTOB AMNONeH xopomio cormacyloTe) 

c ombiromM. JlaHHbI mMeTO He HCNOb3yeT SMNHPHYeCKHX HIM NOJyIMNMpHyecKHX mocrosH 
HBIX. 


UBER EINE NEUE KERNTHEORIE 


Von 
NIKOLA ST. KALITZIN 


STAATSUNIVERSITAT IN STALIN, BULGARIEN 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen: 12. I. 1953.) 


Auf Grund einer Verallgemeinerung der Maxwell-Lorentz’schen Elektrodynamik im 
echsdimensionalen euklidischen Raum R,, bei welcher das Vektorpotential A; durch das 
[ensorpotential pag ersetzt wird, bauen wir hier eine neue Kerntheorie auf. Es ergibt sich 
unaichst aus unserer Theorie ohne irgendwelche Annahmen, dass ein in R, ruhendes 
Nukleon zwei Kernladungen und einen Spin besitzt. Somit taucht zum erstenmal der Spin 
twangslaufig in einer klassischen Theorie auf. Die spinabhingige Wechselwirkungsenergie 

> 


ex 
;weier Nukleonen in Abstand r voneinander mit Spinmomenten oq und o ergibt sich auf 
zrund der vorliegenden Theorie zu 


> FS el 
U = [gigi + 8282 + ff* (ca o)] are 


Cee mc 
4 Bi > 82 83>. f+ charakteristische Konstanten des Nukleons, 7 = ——, mMasse des 


flesons. Somit wird das unbequeme Dipolpotential 1/r* in unserer Theorie in nichtrelativi- 
tischer Naherung vermieden. 


Auf Grund der von uns vorgeschlagenen Gleichungen, welche eine Verallge- 
neinerung der Maxwell—Lorentz’schen Gleichungen der Elektrodynamik im 
iechsdimensionalen euklidischen Raum darstellen [1], entwickeln wir hier eine 
reue Theorie der Kernkrafte. 

Zur Aufstellung unseres Gleichungssystems, gehen wir von einem sechs- 
limensionalen euklidischen Raum mit fiinf reellen Dimensionen und einer 
maginaren Dimension aus. Die ersten drei Koordinaten xj, x, x3 sind die 
rewohnlichen kartesischen CKoordinaten unseres physikalischen Raumes 
Rg = (x;, Xa) x3). Die vierte Koordinate x,= ict ist die vierte Koordinate in der 
rierdimensionalen Welt von Minkowski (c Lichtgeschwindigkeit in Vakuum, 
| relative Zeit). Die fiinfte und die sechste Koordinate x, und x, sind reell. 

Komma mit Index bedeutet partielle Ableitung nach der Koordinate mit 
lem gleichen Index. Uber jeden Index, der in einem Ausdruck zweimal vorkommt, 
st fiir samtliche Werte der Indizes zu summieren. Die griechischen Indizes laufen 
ron 1 bis 6, die lateinischen von 1 bis 4. Den Raum xg bezeichnen wir mit Rg, 
len Raum x; — mit R,. 
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Es sei Papyd ein schiefsymmetrischer Tensor vierter Stufe in R,. Wir kénnen 
den Ansatz machen : 


1 
Papys = 2 Eapysea Pow > (1) 


WO Egpydoa ein schiefsymmetrischer Pseudotensor sechster Stufe ist. Es ist 
Eapydpo—1, wenn afydgw aus der Reihe 1 2 3 4 5 6 durch eine gerade Anzahl von 
Transpositionen entsteht, &apyio0 =—1, wenn apyéewm aus 123456 durch 
eine ungerade Anzahl von Transpositionen entsteht. Ypq ist ein schiefsymme- _ 
trischer Pseudotensor zweiter Stufe in R,. Er spielt die Rolle des Potentials 
in unserer Theorie. 

Aus dem Tensor vierter Stufe Papys bilden wir den schiefsymmetrischen 
Tensor dritter Stufe a* ay durch die Formel 


Qa py = Papys,d- (2) 
Wir kénnen ansetzen : 


. 1 
dgpy = Wa. EapySon oo > (3) 4 


WO Apo ein schiefsymmetrischer Pseudotensor dritter Stufe ist, welcher das 
Feld in unserer Theorie darstellt. 


Aus (1), (2) und (3) folgt 


dapy = Pap,y + Ppy,a + Pya,p « (4) 


Der Pseudotensor agg, definiert durch Gleichung (4), bleibt bei der Trans- 
formation 


Pap = Pap + ¥B,a—Ya,B (5) 


ungedndert, yg ist ein beliebiger Pseudovektor inRg. Das ist die »Eichinvarianz« 
des Feldes aggy. 

Wir nehmen weiter an, dass der Pseudotensor agg, die folgende Gleichung 
befriedigt : 


aapy,a => bey . (6) 
bgy ist ein schiefsymmetrischer Pseudotensor in Rg mit 15 Komponenten. Er stellt 


eine Verallgemeinerung des »Stromes« in R, dar. Wie wir weiter zeigen, enthalt 
bg den »Spin« der Elementarteilchen in sich. 
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Aus Gleichung (4) folgt 
dapy 6 — Apys,a+ Ayda,p — Wap,y =9- (7) 


Die Gleichungen (6) und (7) sind invariant gegeniiber der Transforma- 
tion (5). 

Wenn wir in (6) die Feldgréssen aggy nach Gleichung (4) durch die Ablei- 
tungen der Potentiale yag ersetzen, so bekommen wir 


Pap,y.a + Ypy,a,a + Pya,p.a = bpy - (8) 
Wir fahren die Eichbedingung 
Pop,a = 9 (9) 
ein. Aus (8) und (9) folgt 
Ppy,c,a = bpy - (10) 


Die Gleichung (10), welche die Potentiale ygy mit dem »Strom« bgy ver- 
bindet, stellt die Grundgleichung unserer Theorie dar. Wir bekommen aus (6) 
und (7) 


8 . 
Aapy,a,6 = a (ag-ys,a — ay6a.,8 + asap) = bpy,6 : 
Oder nach (6) : 
apgyd,a,a = bpy,d + bys,6 + bap,y - (11) 
Aus Gleichung (6) folgt 
dapry,a.p = bpy,p = 9- (12) 


Gleichung (12) driickt das Gesetz der Ladungserhaltung in R, aus. 
Wir zerlegen die Grissen Gag, bap und dggy in je zwei Teile, und zwar 
Pap = Yap + tap, 
bap = Uap Fe tWap> (13) 
Gapy = Capy + Wdapy- 
Die Gréssen pag, Yap, Yap» Wap» Capy und dapy sind imaginar, wenn sie 
den Index 4 einmal enthalten, und reell, wenn sie ihn nicht enthalten. 
Wir fiihren noch die folgenden Gréssen ein : 
Pap = Pap—* Nap» 
bap = Uop—t wap» (14) 


dapy = Copy —* dapy: 
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Die Gréssen Pape bap und apy befriedigen ebenfalls das Gleichungs- 
system (4)—(12). Die Dichte der Lagrange-Funktion fir ein Feld ohne Ladun- 
gen wird uns durch den Ausdruck 


I a 
L=— 12 Ag py Iapy (15) 


gegeben. Aus diesem Ausdruck bekommen wir den symmetrischen Tensor zweiter 
Stufe der Feldenergie- und Impulsdichte nach [2] S. 91 und S. 94 


Te Gg Gang oe Gace & nay, Avod Gace ts (16) 
A eee yo B you “yop 3 aB Ayod Fyo8 | > 


dap = 1 fir a=; dap = 0 fira +B. 


Insbesondere 
I 1 1 1 
Ty = we 2 Avo Ayers Sass avd aya) Sas | avo4 Gna — 3 Gero acte| =—W, 


(17) 
wo e#-4, T#+4, 0 #4. 
W ist die positiv bestimmte Energiedichte des Feldes (da dao Bye = 0, 
erg Gero > 0 ist). 
Aus Gleichung (16) (da daa = 6 ist) folgt 
Wee : (18) 


Wir erhalten aus (16) unter Benutzung von Gleichungen (6) und (7) 
1 1 
Top,p= 4 (Ayea bya + dyoa bye) =~ fas (19) 


x —eine Konstante. fa ist die Dichte der ponderomotorischen Kraft in Rg. 
Die Gleichung (19) driickt das Gesetz der Energie- und Impulserhaltung in 


R, aus. 


II 


Das Intervall zwischen zwei benachbarten Ereignissen in R, wird durch 
die Formel 
ds* = — dxg dxg (1) 
-gegeben. 


Wir definieren nach Minkowski die »Eigenzeit« in R, mit dt = 


ds 
c 


" 
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Der Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens in R, wird durch die Formel 


dxq. 
te >= —— 
EE ; 2) 
gegeben. Es gilt offenbar die Beziehung 
Ug Ug = —_ Ge (3) 


Es sei » die Ruhmassendichte des Teilchens in Ry. Wir nehmen an, dass 
die Bewegungsgleichung des Teilchens in R, lautet 


d x 
had s =fa= at (Ayoa bye ae dyoo. bya) : (4) 


Aus (3) folgt 


gee == 10 (5) 


Wir bekommen aus (4) und (5) die wichtige Beziehung 


avon bo Ua + ayoa bye Ua =90- (6) 
Die Gleichung (6) kann auch folgendermassen geschrieben werden : 


1 1 
3 avod (ua Bae a Uny Bera, + Ue were) ae 3 (ayoo (ua bao a uy boa + Uc bay) =0. 
(7) 


Um Gleichung (7) zu befriedigen, kénnen wir die Beziehung, die R. Zaikov 
aus unserer Theorie [1] in seiner Arbeit [3] abgeleitet hat, 


Ua. bye im uy boa + Uc bay =0 (8) 
benutzen. Aus (8) folgt 


Ua. bye a Uy boa + Ug bary = 0, (9) 


da der Vektor ug reell ist. Somit ist Gleichung (7) befriedigt. 

Die Gleichung (8) fasst 10 linearunabhangige Gleichungen fiir die Gréssen, 
by zusammen. Dazu miissen wir, nach [3], noch die 6 Bedingungen bpy,p = 9» 
unter welchen die Identitat bgy,p,y = 9 besteht, hinzufiigen. So bekommen wir 
insgesamt 15 funktionalunabhangige Bedingungen fir die 15 Gréssen bgy- 
Das gleiche gilt auch fiir die Gréssen by 


4 Acts Physica III/1. 
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Betrachten wir ein Teilchen, welches sich in Ruhe in R, befindet. Fiir dieses | 


Teilchen gilt 
i) Uy, Oe aa Ole (10) 


Aus Gleichungen (8) und (10) bekommen wir 


bys = bas = bys = big = bog = bys = Bes = bag = by = by = O- (11) 


Die Beziehung bg.,g = 0 ergibt 
Day.4 = Baz, 4 = bag. 4 = ba5,5 = Bag,4 = 9 (12) 
und 
B ar,1 + bap,2 + bas,3 + bas,5 + bac,6 = 9. (13) 
Die Beziehungen (11)—(13) gelten auch fir bey. 
Im Raume R, = (;, %2, X3) sind b4;, by, die zwei »Ladungen« des ruhenden 


Teilchens. Der Pseudovektor (b4;, 4g, b43) =S§’ ist der Spindichte des Teilchens 
proportional. 


III 


Um von der Wellengleichung I (10) zur Klein—Gordon’schen Gleichung 
der Materiewellen tiberzugehen, setzen wir an 


Yap = ei@x, + ix,’ Pap > : (1) 

wo 
Pap = ap (X1 Xp, X3, 4) 
und 
Paf,5 = Paprs = 0. 
Wir setzen ebenfalls an 

bap = e'%s* bag, (2) 

wo 


bap = bap (1 X%_ %3 4) - 


Aus Gleichung I (10), unter den Annahmen (1) und (2) bekommen wir 


és me \? _ = 
Pap, i,i— feel Pap = bap: (3) 


2 aa (™) 
wm? + fe 


i 


| 
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angesetzt worden ist. m ist die Masse des dem Felde zugeordneten Teilchens 
(des Mesons im Felde des Atomkerns), h—h/2n, h die Planck’sche Wirkungs- 
konstante. ; 

Nach (I) kénnen wir noch ansetzen , 


i@x, + iAx 


Aapy —re 6 dapy > (4) 


Gapy = Gapy (x1, %2, Xg, Xa) « 


Wenn wir (1), (2) und (4) in das Gleichungssystem I (6) und (7) einsetzen, 


‘so bekommen wir ein neues System von Gleichungen in R,, welches die Klein- 


Gordon’sche Wellengleichung (3) linearisiert. Das neue System lautet 


Arsg,r + 10 dss, = Deseo 


Ors5,r iA ags5 = bss, 


Or5g,7 = bee (5) 


Girs,i + tw Gsrs = iA ders = bys 


und 
Gijr,s — Ajrs,i =i Grs1,j — Gsij,r == 0); 
Gijs,s — jgs,i + Assi,j — 1 asij = 0, (6) 
Gije,s ae Ojes,i oe Gti, i, iA asij ==); 
ihaij, — Ajs6,i ae as6i,J — tw Ogij = 0. 
° 


Das Gleichungssystem (5) und (6) ist der Transformation I (5) gegentiber 
invariant (Eichinvarianz). Bekanntlich sind die Gleichungen von Proca [4], 
welche ebenfalls die Gleichung (3) linearisieren, nicht eichinvariant. 

Fir die Gréssen pap, bag und aggy bestehen nach (1), (2) und (4) die 
Beziehungen 


?ap = e—i@x;—iAx, Papl%1 2» X3» %4)s (7) 

big __ gi@x,—iAx, bal Bayi hgs vals (8) 
A, ha eT 

aapy= Taha aapy(X1 Hing Xgs Xg)- (9) 


Im Falle eines im Ursprung des Koordinatensystems ruhenden Nukleons 
(Protons oder Neutrons), kénnen wir ansetzen 


4* 
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1 = iL = 
= — dv; g,=— | 6,4, dv; 
§1 aa i bas 2) oa 45 
(10) 
es 1 aS LPG 
jcc J (ie ede) de S'dv, 
4a 4a 


wo o den reellen Einheitspseudovektor bedeutet, der die Richtung des Nukleon- 
spinmomentes festlegt. g,, g. und f sind komplexe Konstanten. dv ist ein Elemen- 


tarvolumen in R,. Wir nehmen an, dass samtliche Nukleonen gleiche »Ladungs- — 


konstanten« g,, g. und f besitzen. 


Die Lésungen der Gleichung (3) lauten im statischen Fall folgendermassen — 


(wobei w? + 7? = = = 7 gesetzt ist): 


a eur 

Pag = — 81 Soa (11) 

7 er | 

Pas = — 82 ane (12) | 
— oe. “-; x ee eau | 
A= (Par Pass Pas) = =f ? (13) 


T 


r — der Abstand eines beliebigen Punktes in R, vom Ursprung des Koordinaten- 


systems. Ahnliche Lésungen bekommen wir fiir 945, 43> ‘A* mit den Konstanten 
+ at. ¢t 
Bi» 82S °- 
Das gemischte Glied der Wirkungsfunktion, welches die Wechselwir- 
kung des Mesonfeldes mit dem Nukleon bestimmt, lautet : 


oie 
Sy = 2 ‘Bi [pap bap Be pap bas] dvdt = =A} Udt. (14) 


U ist die potentielle Energie der Nukleonenwechselwirkung mit dem Mesonfeld. 
Im statischen Falle bekommen wir 


—2U = gust +ousi + Aftot+ peat oie t Atfe> () 


wo die Potentiale 4g, y45;, 4 usw. von den Koordinaten des Nukleons abhangen. 

Indem wir die Formeln (13) in (15) einsetzen, bekommen wir fiir die Wechsel- 
wirkungsenergie zweier Nukleonen mit Spinmomenten c, und o, durch das 
komplexe Mesonfeld die folgende Beziehung 


eaue 


U = [eet +e8f +f (e.o0)l (16) 


Tr 


om 
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Aus I (13) und (14) folgt, dass g,g;', 8.82. ff * negative reelle Zablen sind. 


‘Infolgedessen bedeutet (16) im allgemeinen eine Anziehung zwischen den 


Nukleonen. 
Das dritte Glied in der rechten Seite von Gleichung (16) ergibt die Spin- 


abhangigkeit der Kernkrafte. 


Wie man aus Gleichung (16) ersieht, ist in unserer Theorie das unbequeme 
Dipolpotential 1/r in nichtrelativistischer Naherung vermieden. Es ist wiinschens- 
wert, die Rechnung der Wechselwirkungsenergie auch bei relativistischen G- 
eschwin-digkeiten der Nukleonen im Rahmen unserer Theorie durchzufihren. 
Hoffentlich wird bei dieser Rechnung auch der nichtzentrale Charakter der 
Kernkrafte erscheinen. 
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O HOBOM TEOPHM ATOMHOLO AIPA 
H. C. Kasmuyna 
Peslme 


Ha ocnone o606menuA 9feKTpOAHHAaMHKH Makcyesa-JlopeHia B 9BKJIMAOBOM Mpo- 
erpancrpe R, rae BeKTOpHbI noreHuHan Aj 3aMemaeTCA TeHSOPHBIM MOTEHNHANOM, Pap 
cosqaeTcsd HoBad TeOpa aTomHoro spa. M3 910 Teopuu 6e3 KaKHX HOO JONOJHHTeIDHBIX 
peAnooKeHHH CulefyeT, 4TO HYKJEOH, HaxOfamHiica B MmpoctpancTBe R,, MMeeT [Ba 
AlepHIX sapsfla H OfHH CnMH. Takum oOpasoM, B KylaccHuecKol TeOpHH BHepBble BOSHHKaeT 
HeEOOXOAHMOCTD cymecTBOBaHHA cnMHa. Ha ocHoBe OnHCaHHOH ‘TeopHu SHeEprHA BSaHMOseH- 
CTBHA, 3aBHCAMAA OT CHMHAa, ABYX HaxoAAMAXCA Apyr oT Apyra Ha paccroAHHy ¢ nyK1e0HoB 
© MOMeHTAaMH oa H op UPHBO_UT K CHezylome popmyure : 


—)+ 


+= Ee % 
u= [gigi + gog3 + ff* (ca o)] ae 


mc 
THe: 21) Zi» Zo» Bt f, f+ xapakrepucTMuecKkHe MOCTOMHHBIe HyKeoHa H 1 =~, mi-macca 


h 
mMesOoHa. 
Takum OO6pasoM, faHHaw TeOpHA B HePeATHBUCTCKOM pHOHKeHHH H3sOeraeT MIpH- 
MeHeHHA Melalomero NOTeHWHata THNOIA 1/¢3. 


ae 
ae: ae 


oben? iy Ga Com Gy he oe ia aadal orto . 
(ke HY 3% & » @¢s%* Dems, eS 

2 in wows weed Py \ceaee 
Ae? @ . ew ee Ore ise te 

jung ide es Mie queda ge aks 
+S Pair ary ollin ty ee _ ~i sath 72 oa} 
4 a fo teaet ED eer Tanta 
aa'eh uf ice pred Be sey sess umaten 
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KPATRME COOBWEHHA 
KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS 


DIE WECHSELWIRKUNG DER ELEMENTAR- 
TEILCHEN UND DIE ERHALTUNGSSATZE 


Von 
G. MARX 
INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT IN BUDAPEST 


(Eingegangen 10. XII. 1952.) 


Bei der Erklarung zahlreicher Gesetzmassigkeiten, die bei den Umwand - 
lungen der Elementarteilchen beobachtet wurden, kommt den allgemeinen 
Erhaltungssatzen der Physik eine bedeutende Rolle zu. Die erste Gruppe der 
Erhaltungssatze (Energie-, Impuls-, Drehimpulssatz) weist dynamischen 

-Charakter auf und ergibt sich aus den Bewegungsgleichungen. Von diesen weicht 
der Erhaltungssatz der elektrischen Ladung ab, der aus Feldgleichungen, 
aus den Maxwellschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes abgeleitet 
werden kann. Durch diesen Satz wird z. B. die Beobachtung erklart, dass die 
elektrischen Ladungen der (ineinander umwandelbaren) geladenen Elementar- 
teilchen im absoluten Wert gleich sind [1]. 

In letzter Zeit folgerte E. Wigner auf das Bestehen eines neuen Erhal- 
tungssatzes, der dem Satz fiir die elektrische Ladung abnlich ist [2, 3]. Dem- 
nach gilt ein Erhaltungssatz auch fir die g-»Nukleonenladung«, welche die 
Starke der zwischen den Nukleonen und dem Mesonenfeld bestehenden Wech- 
selwirkung bestimmt und von den Nukleonen getragen wird. Dieser Satz erklart 
die Stabilitat der Nukleonen gegeniiber einem Zerfall zu leichteren, keine g-Ladung 
besitzenden Teilchen und die annahernde Gleichheit der zwischen den ver- 
schiedenen Nukleonen wirkenden Kernkrafte. L. I. Schiff [4] und 
J. B. Seldowitsch [5] erklarten mit diesem Satz den asymmetrischen Zerfall 


Vo>Pt+4+a24-, Vj» P- +a 


von schweren V°-Teilchen. (Beim zweiten Prozess wiirde aus V°, das die gleiche 
g-Ladung wie das Proton besitzt, ein Antiproton von der Ladung —g entstehen.) 
Genau so kann der vom Gesichtspunkt der elektrischen Ladung asymmetrische 
Zerfall des Neutrons 


N°>P++e—+7, N°-i> P-~ +e*+ +» 
erkiart werden. 


1 Auf diesen Umstand wurde der Verfasser von G. Szamosi aufmerksam gemacht» 
wofiir ihm auch hier der beste Dank ausgesprochen sei. 
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Ausser den durch das elektrische Feld und das Mesonenfeld tibertragenen 
(auf den Feynmanschen Diagrammen in Abb. 1 und 2 dargestellten) Wechsel- 
wirkungen sind auch noch die beim f-Zerfall und bei ahnlichen Prozessen 


e e p Pp 
ys wt re 
e e 2 “vp 
Abb. 2 


Abb. 1 


| 


beobachtbaren, ausschliesslich zwischen Fermionen auftretenden Wechsel- 
wirkungen bekannt. Die charakteristischen Beispiele hierfiir sind der Neu- 
tronenzerfall, der Zerfall des u-Mesons und der Einfang des y-Mesons in den 
Atomkern (Abb. 3, 4 und 5). Der gemeinsame Zug dieser drei Vorginge besteht 


Abb. 3 


darin, dass im Knotenpunkt des Feynmangraphs immer vier Fermionenlinien 
zusammentreffen. Die Wechselwirkungsenergie hat in diesen Fallen (in Anleh- 
nung an die Theorie des f-Zerfalls) die Gestalt : 


| 
H=F | y,ay,- ysB yade. : 
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Hier bedeuten die y; die Zustandsfunktionen der Fermionen und a sowie f 
irgendeine Diracsche Matrix. Mehrere Verfasser [6] wiesen darauf hin, dass die 
Wechselwirkungskonstante F bei den in Abb. 3, 4 und 5 dargestellten Prozessen 
innerhalb der empirischen und theoretischen Genauigkeitsgrenze von gleicher 
Grasse ist. Diese Uhereinstimmung diirfte wahrscheinlich nicht zufallig sein 
[1]. 

Zur Erklarung dieser Ubereinstimmung bietet sich folgende Méglichkeit : 
es sei angenommen, dass die durch die Diracsche Gleichung bestimmten Fermio- 
nen ausser der eventuellen elektrischen Ladung e und der Nukleonenladung g 
auch eine »Fermionenladung« f besitzen. (Die Fermionenladung der entsprechen- 
den Antiteilchen ist —f.) Die Wechselwirkungsenergie von vier Fermionen 
betragt 


H =f (frvs*) o (fava) + (fa¥s*) B (faa) ax, 


es ist also F = fy-fo-fyfi. Wenn man fir die Fermionenladung f einen 


W7) 
p* aa 
ON a Ae 
cnet om Bs 
v* i, 
if 
Abb. 6 


ahnlichen Erhaltungssatz voraussetzt wie fir die elektrische Ladung e 
und die Nukleonenladung g, dann miissen die Ladungen f aller (inein- 
ander umwandelbaren) Fermionen gleich sein. Hieraus folgt die Uberein- 
stimmung der Wechselwirkungskonstanten F' der auf den Feynmanschen Dia- 
grammen der Abb. 3, 4 und 5 dargestellten Vorginge. Der Wert der fiir jedes 
Fermion gemeinsamen »elementaren f-Ladung« betragt laut Erfahrung 


|f | = Fike 2,5- 10-1? em“ g’ sec “le, 


A. Pais [7] wies letztens darauf hin, dass wenn man zwischen dem V°-Teilchen 
und dem y-Meson eine Fermionenwechselwirkung annimmt, die durch dieselbe 
Wechselwirkungskonstante F' gekennzeichnet ist, wie die obigen Prozesse, auch 
der Zerfall des x-Mesons zum y-Meson als indirekter Vorgang behandelt werden 
kann (Abb. 6). 
Die hier besprochenen Fermionenwechselwirkungen, die im Feynmangraph 
‘als Viererknotenpunkte in Erscheinung treten, unterscheiden sich insofern 
von den elektromagnetischen bzw. den als Kernkrafte erscheinenden Wechsel- 
wirkungen, als hier sdmtliche aus dem Knotenpunkt auslaufenden Teilchen 
aber eine Fermionenladung verfiigen. (In Abb. 1 besass nur das mit voll aus- 
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gezogener Linie bezeichnete Elektron eine elektrische Ladung, in Abb. 2 nur 
das mit einer dicken Linie beschriebene Proton eine Nukleonenladung). Der 
verschiedene Charakter der Fermionenwechselwirkung kommt auch in seiner 
von der standigen elektrischen Ladung abweichenden Dimension zum Ausdruck. 
Man kann sich vorstellen, dass auch die Fermionenladung f mit einer gewissen 
Ruheenergie verbunden ist. Diese ist aber f* proportional (Abb. 7), also um 


Da 


NM 
Abb. 7 


viele Gréssenordnungen kleiner als die elektromagnetische Ruheenergie des 
Elektrons. (Diese Frage wiirde im Zusammenhang mit der Ruhemasse des 
Neutrinos eine ausfiihrlichere Untersuchung verdienen.) 

Der die elektrische Ladung e, die Fermionenladung f und die Nukleonen- 
ladung g betreffende Erhaltungssatz gibt einen tieferen Sinn fiir die bei den 
Wechselwirkungskonstanten der Elementarteilchen beobachteten Gleichheiten. 
Die auf die Wechselwirkungskonstanten beziiglichen Erhaltungssatze dirften 
wahrscheinlich aus den Feldgleichungen abgeleitet werden kénnen [8]. Bei 
der Ausarbeitung einer genauen Theorie der Kernkrafte und des f-Zerfalls 
wird vielleicht em Anhaltspunkt durch die Forderung geboten, dass die richtigen 
Feldgleichungen — ahnlich wie die Gleichungen des elektromagnetischen Fel- 
-des — auch die entsprechenden Erhaltungssatze beinhalten miissen. 
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COHERENT SCATTERING OF X-RAYS 
AND HIGH-SPEED ELECTRON RAYS BY ATOMS. 
THE ATOMIC FORM-FACTOR 


By 
R. GASPAR 


PHYSICAL INSTITUTE OF THE UNIVERSITY FOR TECHNICAL SCIENCES, BUDAPEST 


(Received 19. I. 1953.) 


An important factor in the theory of the coherent scattering of X-rays 
and electron rays is the atomic form-factor, which can be determined in various 
ways to be briefly described here. It will be shown how the atomic form-factors, 
the most correct known so far, based on the densities determined by the »self- 
consistent field« method, can be generalized for elements for which similar 
calculations are not yet known. 

The atomic form-factor is determined by the electron distribution of the 
scattering atom. Denoting the electron density of the scattering atom or ion by @ 
and assuming spherically symmetrical electron distribution the atomic form- 
factor can be determined by the formula 


. An. O 
B= 4nl o() ar We eine (1) 
“I A 2 


0 


where A is the wave-length of the X-ray, @ the scattering angle and r the distance 
from the nucleus. Thus the atomic form-factor can be determined in as many 
ways as are known for the determination of the electron distribution of the 
atom. 

The electron distribution of atoms or ions can be most conveniently 
obtained by the Thomas-Fermi statistical method, by the use of which the 
determination of the electron distribution is calculated from two tabulated 
functions independent of the atomic number and the degree of ionization. 
Considering that the value of the atomic form-factor chiefly depends on the 
electron distribution in the areas near the nucleus and that the distribution 
in the inner parts of the atom, calculated by the Thomas-Fermi method, gives 
a good average value of the wave-mechanical electron distribution, the above 
method can be satisfactorily used to determine the form-factors particularly 
for heavier atoms. 

Atomic form-factors have been calculated by Bragg and West as well 
as by Debye and Bewilogua, who used the Thomas-Fermi electron distribution 


60 R. GASPAR 


in their calculations [1]. Introducing the variable x = r/u of the Thomas- 
Fermi theory (4 = 0,8853 a)/Z*") into (1) and inserting the density distribution 


ri Z y (x) 3/2 
Ag pe\ x 


where g(x) is the solution of the Thomas-Fermi equation for neutral atoms 
or ions, we get the so-called reduced atomic form-factor 
sin xx 
= gx? fad dx, (2) 
xx 


a 
7. 


0 
which is independent of the atomic number and a function of the quantity 


0,8853a,40° . # 
SIT 


ey 3 
Ze hie (2 ©) 


where a, means the first Bohr radius in the hydrogen atom. This procedure has 
the advantage of enabling the atomic form-factors of all the neutral atoms to be 
determined by means of a universal function, g(x) being a universal function 
independent of the atomic number [2]. Thus the form-factors of neutral atoms 
can be easily calculated. 

Calculations have been performed for neutral atoms and ions both by 
Székefalvy-Nagy [3], who used the electron distribution obtained by Jensen 
by the Ritz variational method. Atomic form-factors have also been calculated 
by Pauling and Sherman [4], who constructed the density distribution of 
the atom with help of the one-electron eigenfunctions chosen to be hydrogen- 
like with proper screening constants. 

Calculations by the »self-consistent field« method have resulted in much 
more accurate electron distributions, at the same time giving rise to the ques- 
tion whether the atomic form-factors should not be determined with the aid 
of these density distributions. The calculations have been performed by James 
and Brindley [5], who find that though in general atomic form-factors based 
on the statistical electron distribution differ only slightly from those obtained 
by the »self-consistent field« method; the discrepancy in some cases amounts to 
5°, and has thus to be taken into account. 

»Self-consistent field« calculations, however, being known for compara- 
tively few elements, James and Brindley had to work out an interpolation 
procedure to determine the form-factors of atoms and ions, density distributions 
for which were not yet known. The interpolation procedure is briefly the follow- 
ing: The total electron density of an atom being equal to the sum of the 
single electron densities, the form-factor of the atom also equals the sum of theform- 
factors of the electrons. The form-factors of the individual electrons, however, 


| 
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can be transformed by trial into a coordinate system where they are universal. 
Thus interpolating the transformation parameter the contribution of one selected 
electron to the total atomic form-factor and further, applying the method to 
all the electrons and then summing, the total atomic form-factor can be obtain- 
ed. An important deficiency of the method, however, is that the interpolation 
is only then quite reliable if »self-consistent field« calculations are already 
known for the atomic numbers approximate to the one in question. The inter- 
polation is highly limited by the fact that »self-consistent field« calculations 
have so far been performed for only a few such elements whose states of higher 
principal quantum number are filled. 

On account of all that has been said above a consequent procedure is 
needed to generalize the atomic form-factors calculated by the »self-consistent 
field« method and to transform them into those of elements with different 
atomic numbers. 

The first step of our procedure is to set up the potential of a neutral atom 
with the atomic number Z in the form 

Vee (4) 


ti 


where the effective nuclear charge of the atom Zy,e is, of course, still a function 
of the coordinate r ;e is the elementary charge. The function 7(*) of the Thomas- 
Fermi theory is closely related to Zp, namely, as can be easily shown, it describes 
the so-called reduced effective nuclear charge 

(2) = 2), (5 

Z 
the coordinate x being measured in u = 0,8853 a,|Z*", the unit from the Thomas- 
Fermi theory, changing from atom to atom. As is known from statistical atomic 
theory (x) is the same for all elements, i.e. it is independent of the atomic 
number. As has been shown ina previous paper by the author, introducing the 
coordinate x, Z,/Z can be regarded as universal also in the wave-mechanical 
»yself-consistent field« method without exchange. 
Using the Poisson equation 


LPL, _ 


7 oar 


40 (6) 


for the spherically symmetrical density distribution and integrating by parts 
we obtain for the reduced atomic form-factor 


a 1 — | in eax da) (7) 


¢ Z, (x) 
ala ae. 


0 
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from which it is evident that the reduced atomic form-factors determined by 
the »self-consistent field« method can be regarded as almost universal functions 
of x. Fig. 1 shows the reduced atomic form-factors of some elements in the 
universal coordinate system. By using the expression (7) or by transforming 
the atomic form-factors already known, atomic form-factors can be obtained 
for elements for which »self-consistent field« calculations have not yet been 
carried out. Naturally, the results obtained by transformation are the better 
the smaller the difference between the atomic numbers of the elements trans- 
formed. It can be clearly seen in Fig. 1. that even in the case of elements 


Fig. 1. The atomic form-factors calculated by the «self-consistent field» method in a universal 
coordinate system 


fo] Ar © Cl A Zm x He 


far from one another in the periodic system, such as Hg and Ar, the atomic 
form-factors agree very well. In the outer parts of the Zn atom the difference 
of the atomic form-factor from that of the atoms Ar and Cl respectively is 
relatively great and is due to their different electron structures i.e. the Zn 
atom having a closed d-shell while Ar and Cl have a closed s,p-shell and a s,p- 
shell with one electron missing, respectively. The atomic form-factor of Hg 
also seems to behave similarly to that of Zn. In performing the transformation 
all the above properties can be taken into account. Finally, it is worth noting 
that the function in Fig. 1 can also be approximated analytically. Thus for the 
form-factors of an atom with a closed s, p-shell or a similar electron structure the 
formula 


F u 
Z  Ta22'901 (x)? — 2,050 (x40)? + 0,459 (xu)4 


can be given which differs from the one calculated by not more than 2%" 
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The transformation can also be used for the determination of the form- 
factors of ions, though this is slightly more complicated, because the transform- 
ation cannot be performed between ions of the same charge. It is only the 
form-factors of ions of the same degree of ionization, i.e. those for which 
q = (Z—N)/Z is the same, that can be treated simultaneously. 
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SENSITIZATION OF SELENIUM PHOTOELEMENTS 
TO THE INFRARED BY MERCURY VAPOUR 


by 
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PHYSICAL INSTITUTE OF THE LORAND EOTVOS UNIVERSITY, BUDAPEST 
(Received 2. III. 1953) 


The author has reported in two recent papers!;2 that whereas the primary photo- 
current of a selenium rectifier exposed to the effect of mercury vapour remains practically 
unchanged the self-resistance and with it the e.m. f. gradually decrease. Closer investigation 
shows’ that the colour sensitivity curve is at the same time shifted far into the infrared and a 
tiew maximum appears at about 1000 my, which in accordance with data found in the literature 
can be ascribed to the formation of a HgSe layer (see P. Gérlich, Die lichtelektrischen Zellen, 
Leipzig, 1951. p. 271). The infrared sensitivity (measured with the light of an incandescent lamp 
and a CS,-J solution as an infrared filter) amounts to 10—18- percent of the total sensitivity. 


1. In two recent paperr?? dealing with the effect of mercury vapour on 
selenium rectifiers and photoelements I have reported that under the effect of 
mercury vapour the open-circuit e. m. f. of selenium photoelements gradually 
decreases to zero while their primary photocurrent practically does not change. 
I drew this conclusion from a single experiment performed under very primitive 
conditions in the rectifier workshop and laboratory of The Székely Miklos 
Electrical Co. as early as 1944. 


By that time rectifiers had been manufactured there according to the process and with 
the equipment developed by me for more than two years. Although the laboratory was not 
equipped to manufacture photoelements, we could easily make selenium photoelements out of 
selenium rectifier discs in the following way : Heating the disc to about 110—120° C for example 
on the plate of an electric cooker its counter- electrode is melted on to it and carefully wiped off 
with cottonwool so that the metal coating leaves a layer only just visible. This thin, discontin- 
uous but on the whole conducting metal coating serves as semitransparent counter-electrode 
of the photoelement. A better conducting counter-electrode is obtained if, by covering the dise 
with a suitable mask, some parts of the original metal coating (a central ring-shaped part and 
some radial stripes) are not wiped off (see Fig. 1). Though not only the sensitivity of the photo- 
elements thus produced is as much as 5—10 times lower than that of commercial products but 
also their self-resistance is usually somewhat lower, they are all the same very well suited for 
experimental purposes. ‘ 


The experiment referred to was carried out with the same arrangement I 
used to study the effect of mercury vapour on selenium rectifiers. A photoelement 
prepared by the above method was put in a metal box with a glass window and 
air saturated with mercury vapour was circulated at room temperature through 
the box. The photoelement was illuminated by a 20 W Krypton lamp from a 
distance of 30 cm. During this treatment the back current i, of the dise which 
was kept at a constant reverse voltage of 1 V and the photovoltage E of the 
element were measured from time to time by an instrument of about 400 2 self- 
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resistance and 17 mV measuring range. The results of the experiment are con-— 


tained in Table I. 


y 


TABLE I 
t ip E Ty, 

0 min. 1 mA 6,5 mV 1000 2 
50 2,4 D209 416 
85 he 3,8 4.0 236 

105 6,0 2,3 166 
145 8,2 0,4* 122 


? . 
* Distance of light source: 10 cm. 


As can be seen, during the treatment withm ercury vapour the back cur- 
rent i, Increases, i. e. the reverse resistance r, decreases and, at the same time, 
the photovoltage of the photoelement also approaches zero. The photoelement 
being thus »damaged«I brought it, for mere curiosity in the immediate proximity 
of the 20 W lamp and connected it to a 4 2 25 mA meter. To my great surprise 
I measured a primary photocurrent of 4,2 mA. As two similar photoelements 
illuminated in the same way but not having previously been treated with mercury, 
gave the photocurrenis of 4 and 7 mA respectively, i. e. of the same order of 
magnitude, I could assume that the mercury vapour treatment left the primary 
photocurrent practically unchanged. 

2. A remark by the German physicist Dr. Bosch (B. I. O. S. Report No. 
725, p. 33 already quoted in!) suggested to me the renewed investigation of the 
influence of mercury vapour on the sensitivity of photocells. Dr. Bosch had, 
though on one occasion only, also observed a selenium photocell being temporar- 
ily sensitized by mercury vapour up to 11.000 A: He could, however, neither 
repeat nox explain this phenomenon. ; 

Our experiment was performed with the same arrangement and in the 
same way as described above, the only difference being that during the mercury 
treatment the photoelement was illuminated through a colour filter transmitting 
only infrared rays (or at most some long-wave red), and the photocurrent and 
the photovoltage produced by these rays were measured. The first experiments 
in February 1952 immediately confirmed Dr. Bosch’s observation : under the 
effect of mercury vapour the red and infrared sensitivity of photoelements 
increased indeed considerably. After the first qualititave observations the 
process of the sensitization i. e. the time characteristic of the primary photocur- 
rent and the open-circuit e. m. f. were more closely investigated. The primary 
photocurrent was measured by the so-called current compensating method. 
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It will perhaps not be superfluous to describe this method here briefly as it is not 
dealt with in the literature commonly used, e. g. the well-known book of 
Kohlrausch. Denoting the open-circuit e. m. f. of a current source by E 
and the current drawn from it by i, the terminal voltage decreases to the value 


e= E— ea 
where r; is the self-resistance of the current source. If the current source is short 


circuited, it supplies a short-circuit current i, =— and its open-circuic e. m. f. 
Te 2 

falls to zero. However, it is not advisable to employ short-circuiting, as it may 

damage the current source, This difficulty can be overcome by the so-called 

current compensating method. The current of an external source is passed 


through the element and a resistor inserted in front of it. The direction of the 


4 R 


Fig._1. Photwelement made of a selenium ‘F'ig. 2. Measurement of the primary photocur- 
rectifier. (From the spotted parts the rent of photoelements by current compensation 
counter-electrode is wiped off.) 


- current is the same as that of the current supplied by the element itself and its 
intensity is varied until the terminal voltage of the element equals zero. It is 
evident that the size of the current then flowing through the element is equal 
to the current in the short circuit. This method can still be improved by employing 
shunts. In this case only a known fraction of the total current is allowed to flow 
through the element, which permits the use of a much less sensitive measuring 
instrument. The shunts are shown in Fig. 2, where F denotes the photoelement 
the primary photocurrent of which we wish to measure. Through the variable 
resistor R current is drawn from the storage battery A. The current intensity is 
measured by the milliammeter mA.The branch-circuits shown in the figure allow 
only 1/1000 part of the current to flow through. R is varied until the 1000 2 
3,3 x 10-8 A galvanometer G points to zero. Then the milliamperes read on the mil- 
liammeter indicate the value of the primary photacurrent of the photoelement in 
microamperes. The terminal voltage of the photoelement is measured by the same 
galvanometer, inserting a 10000 2 resistor in front of it,owing to which the 
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measured value practically equals the open-circuit voltage. The photoelement 
is illuminated with a small projector of the type used for the projection of | 
standing film squares through a Wratten filter 70 transmitting the region — 
beyond 660 my of the visible spectrum and the infrared rays. 

The time characteristic of the sensitization is shown in Fig.3. As can be 
seen (curve 1) the intensity of the photocurrent i. e. the infrared sensitivity of 
the photoelement keeps increasing, first rapidly, then somewhat more slowly: the 


Fig. 3. Time characteristic of the infrared sensitization 


Curve 1... primary photocurrent I, 
Curve 2... open-circuit e.m.f. E x 
Curve 3... self-resistance rp 


Curve 4... Efficiency W 


photovoltage (curve 2) first increases and\having reached its maximum value 
in 20—25 minutes starts to decrease again, and at the end of the experiment, 
after a four hours’ treatment shows approximately its original value. This be- 
haviour can be explained by the well-known fact that the terminal voltage of the 
photoelement is identical with the ohmic voltage drop produced by the photo- 
current flowing back through the photoelement in the direction of conduction. 
Curve 3 shows the effect of mercury vapour on the self-resistance of the photo- 
element. As the self-resistance keeps decreasing (from the initial 940 2 to 75 Q) 
more rapidly than the photocurrent increases, the variation of the photovoltage 


‘ 
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| with time (especially the formation of a maximum) results from these two oppo- 
site processes. The efficiency of the photoelements varied similarly : first, it 
increases rapidly, reaching 30 times its original value in 20—25 minutes, then it 
falls steeply and slowly increases again. (See curve 4.) 

3. With the increase of the infrared sensitivity the total sensitivity of the 
photoelement i. e. the intensity of the photocurrent produced by the light of the 
incandescent lamp also increases. Thus e. g. on the photoelement No. 11 an 
increase of 6 percent and on the photoelement No. 15 an increase of 40 percent 
was observed after a 1 hour 10 minutes’ and a 30 minutes’ treatment respec- 


TABLE II 
Filter No. 7: No. 14 
No. 7 No. 14 
350 my 5 5 1,00 
400 17 20 0,85 
450 AT 52 0,90 
500 Ome 63 0,87 
550 255 255 1,00 
600 249 245 0,98 
650 371 396 0,94 
700 292 288 0,99 
800 89 30 2,97 
900 42 13 3,23 
1000 5 122 10 12,20 
1100 54 7 7,72 
selenium 212 13 16,30 
CS,-J solution 185 0 ‘= 


tively.The great divergence of these values and, in general, the different behaviour 
of the photoelements used in our experiments are due to the fact that the metal 
coatings left on the counter-electrode were of various thicknesses. Our next 
task will be to determine the colour sensitivity curve of the photoelements thus 
sensitized. This work is already in progress. The Table above contains the first 
data we obtained with various colour filters. They might serve as a first orienta- 
tion. We used a series of interference filters ranging from 350 my to 1100 my of 
small band width, a selenium filter consisting of an amorphous selenium layer 
0,5 mm thick deposited on glass by vacuum evaporation transmitting all red 
rays of the visible spectrum with the infrared almost unweakened, and a CS,—J 
solution, which in due concentration transmits nothing but infrared rays. 
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' As an example Table II contains the series of measurements obtained with 
the above filters on the photoelements Nos. 7 and 14. Element No. 7 had been 
treated with mercury, while No. 14 had not. 

To make comparison of the values obtained with the two photoelements 
possible their distance from the light source was chosen so that the galvano- 
meter deflections obtained with the 550 my filter were equal and the deflections 
belonging to the other filters were also read in this position. Thus the figures 
listed in the table are »rough« data i. e. they are not converted to equal incident 
light energy and therefore the colour sensitivity curves cannot be plotted from 


TABLE III 
Photocurrent 
Number of ) Infrared 
photoelement Pome Geen sensitivity 
» light light 
if. 28 tl 25,0% 
Se 100 10 10,0% 
6.: 31 Fs¥5 16,1% 
ie 80 15 18,8% 
8. 80 “5 6.2% 
oe 14 12 16,5% 
10. 87 ui 8,0% 
(RUE 715 ll 14,5% 
Konverta 
untreated 100 0 —_ 
Konverta 
treated 100 10 10% 


them, all the same we can make some comparison. The figures show that due to 
the mercury vapour treatment the sensitivity of the photoelements somewhat 
decreases towards the blue end of the spectrum while it increases considerably 
in the red and the infrared and seems to reach its maximum value (in the present 
case 12,2 times the original value) at about 1000 my. Similar results were obtained 
‘with several other photoelements treated with mercury. It is also worth noting 
that the photoelements which did not receive mercury treatment and the 
wavelength limit of which is usually given as about 800 my, have proved to be 
sensitive up to 1100 my. This is in good agreement with the experimental fact 
that the sensitivity of photocells and photoelements towards the longer wave- 
iengths asymptotically approaches zero. Finally, the last two rows of the table 
Indicate the infrared sensitivity. In these measurements the intensity of the 
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illumination was, of course, much lower than in measurements with nearly 
monochromatic interference filters, otherwise the galvanometer would have been 
deflected far beyond the scale. As can be seen, the mercury treatment increases 
the sensitivity for the light of the selenium filter 16,3 times. In this light, however, 
as was mentioned previously, some long wave red rays of the visible spectrum 
are also present. The visible rays being perfectly excluded (by the CS,—J 
solution) the figures of the last row indicate that with this intensity of illumination 
the untreated photoelement exhibits no sensitivity at all in contrasc to the high 
sensitivity of the photoelement which received mercury treatment. Table III 
gives information as to the extent to which the infrared sensitivity can be 
increased. - 
_ The measurements tabulated in Table III were performed on a number 
of photoelements made of rectifiers and sensitized with mercury. A low 
resistance milliammeter and for infrared filtration a CS,—J solution were used. 

These experimental photoelements considerably differ in total as well as 
‘infrared sensitivity ; for the mean value of the latter 14,4% is obtained. 

4. The experiments and measurements described so far concern phoioele- 
ments produced by wiping off the counter-electrode of a rectifier. Mercury sensi- 
tization, however, can also be effected on commercially available photoelements, 
the counter-electrodes of which consist of a very thin transparent gold or plati- 

num film applied by the cathode-sputtering method. 

To protect the counter-electrode commercial photoelements are usually 
coated with transparent lacquer through which mercury vapour can scarcely 
diffuse. For subsequent sensitization the lacquer layer must first be removed by 
proper solvent, e. g. acetone. 

Exposing such a photoelement to the effect of mercury vapour, which 
diffuses through these metal films, the sensitization process takes place in the 
manner described above. The time needed is just the same. As the data of the 
two last rows of Table III show, in the case of »Konverta« photoelements made in 
Hungary, an infrared sensitivity of round 10 percent can be obtained by such a 
subsequent treatment. Another experiment has shown that by exposing the 
selenium coating itself (after the second heat treatment) to the effect of mercury 
vapour and applying the counter-electrode by cathode sputtering afterwards, a 
photoelement sensitive to the infrared is obtained. The question whether, from 
the manufacturing point of view, this process or the sensitization of commercial 
photoelements is more advantageous, can finally be decided only by still more 
experiments. This question and others of smaller importance are being studied 

‘and the extension of our investigations in various directions is in progress. 

5. From a historical point of view it might be of interest to note that in 
the early thirties when in the Research Laboratory of the Incandescent Lamp Co. 
the manufacture of selenium photoelements had, due to my initjative and the 
perseverance of my collegue G. Vészi, léng since been in progress, the Wembley 
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Laboratory of the British Osram with whom we were in correspondence asked the 
company to communicate to them the manufacturing process of photoelements. 
In spite of our communication the Wembley Laboratory was not able to produce 
faultless photoelements. As we were later informed they had difficulties mainly 
with the stability of their products. Obviously for this reason they asked us 
whether we had observed the detrimental effect of mercury vapour on photo- 
elements. Having had no such observations we gave a negative answer. It must 
also be mentioned here that in our common experiment my friend F. Kérésy 
and J used a »Tungsram« photoelement made by the wiping off method, which 
showed high sensitivity when exposed to CS,—J solution filtered light i. e. to 
the infrared. Obviously, this photoelement got somehow in contact with mercury 
vapour, as none of the other photoelements Kérésy used in repeating these 
measurements showed any considerable infrared sensitivity. Finally I should 
like to mention that in a table on page 271 of the book by P. Gérlich, Die licht- 
elektrischen Zellen, (Leipzig, 1951,) HgSe photoelements are also mentioned 
among photocells and photoelements and their spectral sensitivity maximum is 
given as 1100 my. This value which only a short time ago came to hand is in 
good agreement with our own results. The original source of this communi- 
cation was not available. 

In conclusion I wish to acknowledge all the help I received in the course 
of the experiments. I am indebted first to my collaborators Mrs. S. Té6th-Pdl and 
Mrs. Z. Bodé, who carried out the experiments and measurements with great 
care and attention, to the Institute of Medical Physics, the Central Research 
Institute for Physics, the Laboratory of Vacuumtechnique, the Optical Research 
Laboratory for the various research facilities they placed at our disposal and 
especially to the directors and collaborators of the »Konverta« Rectifier Factory 
for the selenium rectifiers and photoelements satisfying our special requirements. 

My thanks are due to the Hungarian Academy of Sciences for a research 
' grant to my collaborators. 
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CEHCHBUJIM3AUMA CEJIEHOBbIX ®OTO3JIEMEHTOB HA WH®PAKPACHBIE 
JTYGM IPH NOMOMM MAPOB PTYTH 


II. Wenenbu 


Peswme 


Axrop B OfHOM us MpesMecTBy1omNX crarel [JloKnapsr III-ro Orgenenua AH Benrpun 
2 (1952), 51 u To xe camoe B COKpameHHO opme — Proc. Phys. Soc. B. 65 (1952), 552.] — 
HoOKasajl, YTO eCIH MOfBepraTh ceMeHOBHIM MoTosiemenT felicTBHIO NapoB pTyTH, TO NepBHY- 
HIM (OTOTOK ocTaeTcH NpaKTH¥eCKH HeHSMCHHLIM, OfHAKO BHYTpeHHee CONPOTHBNeHHe Hi 
9. J. €. mocreneHHO ymeHbuialoTcA. Ha ocHope Oouee TOUHHIX HCCeqOBAHHK BbIACHHIOCb, 
“4TO OfHOBpeMeHHO CiieKTpasbHad xapakTePHCTHKa cCmelllaeTcA faseKO B OOaCTb HHpa- 
KpacHyix my4el H BOSHHKaeT HOBBIT MaKcHMyM pH OK. 1000 mH, uTO cormacHo JMTepaTy PHBIM 
qanusim (P. Gérlich, Die lichtelektrischen Zellen, Leipzig, 1951, rcp. 271) MO}KHO TpHnHcsI- 
BaTb oOpasopapmiemycA c010 HgSe. Madpakpacnaa 4yBcTBUTeIbHOCTh (H3MepeHHaA wamnow 
HakaJMBaHuA HW HOAHEIM pacrBopoM cepoyruepofa B KauyecTBe HMHpakpacHoro *uIbTpa) 
 cocrapiset 10—18% or oOulel uyBcTBHTeIbHOCTH. 


DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD 
IN BEWEGTEN ANISOTROPEN MEDIEN 


Von 
G. MARX 


INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT IN BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen 11. ITI. 1953) 


Es werden die Gleichungen, welche die Polarisierbarkeit anisotroper Medien ausdriicken 
in relativistischer Form aufgestellt. Auf diese Weise sind sie auch im Falle bewegter Dielektrika 
anwendbar. Auf Grund dieser Gleichungen wird dann die Lagrange-Funktion des elektromagne- 
tischen Feldes angegeben, aus der dann die Feldgleichungen, die kanonischen Funktionen und 
der Energie-Impuls-Tensor abgeleitet werden kénnen. 


1. Die relativistische Form der Maxwellschen Gleichungen im Dielektrikum 


In den letzten Jahren haben sich verschiedene Verfasser wiederholt mit der 
relativistischen Behandlung der phanomenologischen Elektrodynamik von 
bewegten dielektrischen Medien befasst. In erster Linie stand hierbei der Energie- 
Impuls-Tensor im Mittelpunkt des Interesses [1—6] . Sowohl die alteren als auch 
die neueren Untersuchungen beschrankten sich indessen auf die Ausarbeitung 
einer relativistischen Theorie von bewegten isotropen Medien. Im nachstehenden 
sollen nun jene Gesetze erértert werden, die fiir den Fall der anisotropen Dielek- 
trika des elektromagnetischen Feldes Giiltigkeit besitzen. 

Zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes werden in der tiblichen 
Weise zwei antisymmetrische Tensoren herangezogen, deren Komponenten sich 
aus der elektrischen Feldstarke G und aus der magnetischen Feldstarke 9, 
sowie aus dem Vektor D der elektrischen Verschiebung und dem magnetischen 
Induktionsvektor $ in folgender Anordnung ergeben: 


0 B. —B, — iG, 0 6. =) 1s 
— 8, .0 a 3Gy, 2G. Oe Bey 

eG) SS, AG Sy —Ox- 0 —i®, 

iG, iW, iG, 0 uSDE LiDes ip 


Fip= 


Die Komponenten der beiden Tensoren befriedigen die Maxwellschen Gleichun- 
gen in jedem Medium : 


Ox Gin = 48;, (1) 


0: Fat Ox Fut 01 Fix = 9. (2) 
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Wie aus Gleichung (2) hervorgeht, kann der Tensor F;, als Rotation eines 
Vierervektors (des Viererpotentials y;) angesetzt werden : 


Fix= Oi Pk — Ok Pi- (3) 


Vom Gesichspunkt der weiteren Behandlung erscheint die Einfihrung gewisser 
aus den Tensorkomponenten Fix und G;, gebildeten neuen Gréssen angebracht. 
Es mége also 6 “tt den folgenden, von Levi-Civita eingefiihrten (Pseudo-) Tensor 


bezeichnen : 


0, wenn die Indizes (ikrs) nicht alle voneinander verschieden sind. 
Ape — {+1, wenn (ikrs) die gerade Permutation von (1234) ist. 
Bae wenn (ikrs) die ungerade Permutation von (1234) ist. 


Mit Hilfe dieser Grésse kénnen die folgenden zwei (Pseudo-) Tensoren definiert 


werden : 


t 


L 
Fi, A cy OFkrs Fs, Cik SS > Otkrs Gis - (4) 


Bei Beriicksichtigung der Definition von Oixrs Sind die Komponenten ven Fix 


und G;, folgende : 


0) PRG re, ite Oe) ree 


ay Go. 0) Gy Sime) (0 Delete 
aes en <n Pte ee nr 5 eed a Nea ll ate PSF US Se 
iB. iS, iB, 9 if. iy iH: 0 


Es bezeichne u; die in Vakuumlichtgeschwindigkeit-Einheiten ausge- 
driickte (konstante) Vierergeschwindigkeit des dielektrischen Mediums : 


Es ist bekannt, dass die Vierergeschwindigkeit folgenden Zusammenhang 
befriedigt : . 


Uz, Uy, = — 1. (5) 


Mit Hilfe der Vierergeschwindigkeit des Mediums lassen sich folgende Vierer- 
vektoren (bzw. Pseudovektoren) bilden : 


E,=Fipux, Di=Girur, Bi = Fi,ux © Hi= Giz ux - (6) 
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Die hier verwendeten Bezeichnungen erklaren sich aus dem Umstand, dass im 
Falle eines im Vergleich zum Beobachter ruhenden Dielektrikums (i, = 4, = 
= uz = 0, uy =1) die Komponenten dieser Vektoren folgenderweise lauten : 


E; — (Gx, G,, G,, 0), Dj T= (Dxs Dy» Dz, 0), (7) 
Hj a (Dx. Dy» 5 0), Bi —— (Bx, By» G:, 0): 

Da die Tensoren Fix; Giro Fixs Gix antisymmetrisch sind, so folgt aus der Defini- 

tion, dass alle vier eingefiihrten Vierervektoren senkrecht zur Vierergeschwindig- 

keit sind: 


E; uj = 0, D; uj = 0, B; 0. H; uj = 0. - (8) 


Die Vektoren E;, D;, H;, B; k6nnen ebenso zur Beschreibung des elektro - 
magnetischen Feldes verwendet werden wie die Tensoren Fj, und Gix. Dies geht 
’ auch daraus hervor, dass mit Hilfe der aus Fix gebildeten Vektoren E; und By, 
bzw. der aus Gj, gebildeten Vektoren H; und D, auch die Tensorkomponenten 
selbst ausgedriickt werden kénnen 


Fig = vi Ex — un Ei + i8tkrs UrBs, 


Gin = u; Dy — ux Di + 85475 Urs. °) 
(Die Richtigkeit dieser Tensorgleichungen kann am einfachsten in jenem Koordi- 
natensystem verifiziert werden, in welchem das Dielektrikum ruht. Die Tensor- 
form gewahrleistet die Giiltigkeit des Zusammenhangs auch in jedem anderen 
Inertialsystem.) 
Als Folge der Maxwellschen Gleichungen. (1) und (2) lassen sich zwischen 
den Komponenten der Vektoren E;, D;, H;, B; die nachstehenden Zusammen- 
hange aufstellen : 


8,D;, = 470, 0i:H.— OxHit+ U,OrGix = 4016 jk;sUr]s> 
OxnB, = 9, oiEx— 0x,Ei + u-OrFir = 9. 
Hier sei : 
Oy = —- Unsk 


die Ruheladungsdichte und 


ji = $i— Ogi = Fix 


- die Dichte des konduktiven Stromes (ax ist die Leitfahigkeit). Die jetzt erhalte- 
nen Feldgleichungen weisen eine starke formelle Ahnlichkeit mit der dreidimen- 
sionalen Gestalt der Maxwellschen Gleichungen auf und zeigen die Wirkung des 
konduktiven bzw. konvektiven Stromes in kovarianter Weise getrennt an. 
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Die Zahl der zu bestimmenden Feldstarkekomponenten betragt zwlf, und 


zwar die zwélf voneinander unabhangigen Komponenten von Fix und Giz. Die | 


acht Gleichungen des Maxwellschen Gleichungssystems geniigen aber allein nicht, 
um diese ermitteln zu kénnen, es miissen auch noch die materiellen Gleichungen 


bekannt sein, welche die Polarisierbarkeit des dielektrischen Mediums ausdriik- | 
ken und dadurch eine Beziehung zwischen den Tensoren Fj, und Gj, herstel- — 


len. Wenn die durch das Feld hervorgerufene Polarisation eine homogene lineare 
Funktion der Feldstarkekomponenten ist, so haben die materiellen Gleichungen 
folgende allgemeine Gestalt : 


Gi = VikuvE uy 
Im Vakuum lautet die Gleichung einfach : 
Gin = Fix- 


In einem isotropen (homogenen oder inhomogenen) Medium, das sich im Vergleich 


zum Beobachter mit einer Vierergeschwindigkeit u; bewegt, ist die relativisti- | 


sche Gestalt der materiellen Gleichungen wie folgt [2] : 


’ 
C= — (Pin Ue Exj+ u,E;) + e(uiEx — uz Ei). (10) 


iu 


Im folgenden soll nunmehr versucht werden, relativistische Gleichungen aufzu- 
stellen, welche die Beziehung der Tensoren Gj, und Fix zueinander in einem aniso- 
tropen Medium angeben. 


2. Die materiellen Gleichungen in einem anisotropen Medium 


Die Form der materiellen Gleichungen in’ einem ruhenden anisotropen 
Medium ist bekannt : 


AD. = ExxCx + ExyEy oF Ex,€z j (11) 
(ahnlich auch fiir Dy und D,), 
Gx. = [xxx aie [xy Dy aie Lex2Dz (12) 


(ahnlich auch fiir By und B,). Da die Determinante \u| nicht Null ist, kénnen 
aus Gl. (12) die untenstehenden Zusammenhange gebildet werden 


Ox = ttxxBx + HxyBy + ux2Oz (13 


(ahnlich auch fir y und §,). 
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Die im Falle von bewegten Medium giiltigen Gleichungen lassen sich (wenn 
man den Transformationscharakter von ¢ und uz kennt) aus den fir die ruhenden 
* Medien aufgestellten Gleichungen durch Lorentz-Transformation bestimmen. 
Im folgenden soll statt der umstandlichen Ausfiihrung der Transformation ein 
einfacheres Verfahren gewahlt werden. 

Zur Charakterisierung der elektrischen Polarisierbarkeit sei der Tensor 
ix, zu der der magnetischen Polarisierbarkeit der Tensor xj, wie folgt einge- 
fihrt: in dem an das Dielektrikum fixierten Koordinatensystem mégen die 
Komponenten von ¢;, und ~;, folgendermassen lauten : 


Exx Exy Exz 0 Xxx Uxy Xxz 0 

Eyx Eyy fyz 0 Hyx Ayy xyz 0 
eit = ol? gH 3, 0 

Ezx Ezy Ezz zx Uzy HXzz 

0 0 0 0 0 0 0 0 


In einem Koordinatensystem, in welchem sich das Dielektrikum (mit einer 
konstanten Geschwindigkeit) bewegt, werden die Komponenten von ¢&;, und jx 
aus den obigen Komponenten durch die Transformation bestimmt. (Dies bedeutet 
die Annahme der Tatsache, dass die Gréssen, welche zur Charakterisierung der 
dielektrischen und magnetischen. Polarisierbarkeit in der nichtrelativistischen 
Theorie verwendet wurden, die Komponenten eines Vierertensors bilden.) 

In dem Ruhesystem und infolgedessen auch in jedem anderen Inertial- 
system haben folgende Vektorgleichungen Giiltigkeit : 


Cin Ui = 0, Ein Ux = 0, (14) 
Hip Ui = 0, Mik Up = 0. (15) 


Der im Falle eines ruhenden Mediums giiltige Zusammenhang (11) soll nun 
mit den eingefihrten relativistischen Gréssen Di, €ix und E, ausgedriickt 
werden. Die Umschreibung auf Vektor- und Tensorkomponenten fihrt zu 
folgender Gestalt der materiellen Gleichung : 


Dj = eix Ex. (16) 


Die mit den Komporenten H;, %;, und By geschriebene Form der gleichfalls in 
einem ruhenden Medium giiltigen materiellen Gleichung (13) ist : 


Ai = xiz By. (17) 


Die jetzt erhaltenen Zusammenhange bestehen zwischen Vektoren und Tensoren, 
sie besitzen also nicht nur in einem speziellen Koordinatensystem (in dem 
das Dielekrtikum ruht) Giiltigkeit, sondern auch in jedem Inertialsystem. 
Dies bedeutet demnach, dass in der Form der Gleichungen (16) und (17) die 


80 G. MARX 


relativistische, auch fiir den Fall eines bewegten, anisotropen Mediums giiltige 
Gestalt der materiellen Gleichungen gefunden wurde, welche die Polarisierbarkeit 
des Mediums ausdriickt. 

Es ist leicht einzusehen, dass das unter (16) und (17) aufgestellte Gleichungs- 
system nur je drei unabhangige Gleichungen enthalt. Zwischen den zweimal vier 
Gleichungskomponenten (i = 1, 2, 3, 4) besteht immer folgende Identitat : 


(Di — Eik E;) uj = 0, (Hi — xix Bx) uj = 0. 


Die sechs unabhangigen Gleichungskomponenten geniigen eben, um bei Kenntnis 
von. F;;, die sechs Komponenten von Gi, bestimmen zu kénnen. f 
Die Gleichungen (16) und (17) enthalten implizite die zu ermittelnden 
Komponenten von Gix. Nun ware es aber von mehreren Gesichtspunkten aus 
wiinschenswert, auch im anisotropen Medium die der Gl. (10) ahnliche explizite 
Form der materiellen Gleichungen zu kennen. (Dies ist z. B. die Voraussetzung der 
Ableitbarkeit der Feldgleichungen aus einem Variationsprinzip.) Zum Ansetzen 
des expliziten Zusammenhanges bietet der Ausdruck (9) Méglichkeit. Wenn man 
in diese Gleichung die in (16) bzw. (17) ausgedriickte Form von D; und H; ein- 
setzt, erhalt man: 
Gin = (ui Exr — Uk Eir) Ei, (10 Fxrs U;Xst) B; (18) 


oder bei Beriicksichtigung der Definition von FE, und B;: 
Gin = ( Uj Eku Ur — Uk Eiu Uy a5 =. Oj fers Uy X%sm Un 2m \Fae (19) 
was gerade der gesuchte Zusammenhang ist. 
Bei Anwendung der Gestalt (18) der materiellen Gleichung soll noch die 
durch die Fj,-Komponenten (durch ‘E; und B;) ausgedriickte Form des Tensors 


Gt, geschrieben werden 


: Ua Lie Ae 
Giz = 2 Oikab Gar = ag Oikab (Ua Epr — Ud Ear) E, + = Oikab Oabrs Ur st B;. (20) 


Hierbei mige folgende Gleichheit beriicksichtigt werden : 


1g) Wifes 
ae Sixav Oabrs = Sir Oks — Sis Okr- 


Wenn man noch in Betracht zieht, dass Sixap in jedem Indexpaar antisymme- 
trisch ist, so lasst sich der Ausdruck von Cre auf folgende Gestalt bringen : 


Gi. (ui Xr — Ux Xir) By — (tOtgrs Ur est) Et . ; (21) 


Der jetzt erhaltene Zusammenhang ist der Gleichung (18) vollstandig aquivalent 
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Zu der unter (19) angegebenen expliziten Form der materiellen Gleichung 
war man auf Grund der Gleichungen (16) und (17) gelangt. Es soll nun gezeigt 
werden, dass man auch umgekehrt vorgehen kann : die Gleichungen (16) und (17) 
lassen sich auch aus dem Zusammenhang (18) herleiten. Es ist namlich 


Dj = Gin Up = (Wi Ue Exr — Ux Ux Eir) E, + (i8FK,5 Uk Ur st) Be 


Hi; i Gi un = (ui UK Xpr — UK UK ir) Br sy (Wikrs Uz Ur Est) EF}. 


Infolge von (14) und (15) betragt das erste Glied der rechten Seiten Null. Auf 
Grund von 


* * 
iS Ce Oirks 


- ergibt auch das dritte Glied Null. Wenn man auch den Zusammenhang (5) 
beriicksichtigt, erhalt man schliesslich : 


D;=eir E,, H; = xir B,, 
. was zu beweisen war. : 

Aus dem Vorstehenden folgt, dass die unter (16) — (17), (19), (18) bzw. 
(21) geschriebenen Formen der materiellen Gleichungen vollstandig aquivalent 
sind. Bei den nachfolgenden Berechnungen kann also immer jene gewahlt werden, 
die dem Zweck am besten entspricht. 

Es lasst sich leicht nachweisen, dass die jetzt aufgestellte Gleichung der 
anisotropen Medien die fiir isotrope Medien giiltige, von Novobdtzky aufgestellte 
Gleichung (10) als Spezialfall beinhaltet. Man muss hierbei nur beriicksichtigen, 
dass in einem isotropen Medium die elektrische und magnetische Polarisierbarkeit 
des Dielektrikums mit je einer skalaren Grésse ausgedriickt werden ké nnen : 


1 
bin = © (Oik + Ui Ux), Mik = — (Sin -- Ui Ux) - 
LX 


In der Praxis hat man es meistens mit Dielektrika zu tun, die von Gesichts- 
punkt der elektrischen Polarisierbarkeit mehr oder minder anisotrop sind, deren 
magneti sche Polarisierbarkeit jedoch im allgemeinen unbedeutend ist (die ma- 
gnetische Permeabilitat betragt in guter Naherung “ = 1). In diesem Falle 
kénnen die materiellen Gleichungen in folgender einfachen Form geschrieben 
werden : 


Gir = Fi, — Uj (Ex — Exn E,,) + UR (E; — tin E,). (22) 


3. Beispiel fiir die Polarisation eines bewegten Kristallkérpers 


Die Anwendung der Gleichung, welche die Polarisierbarkeit eines bewegten 
-anisotropen Dielektrikums ausdriickt, soll an einem einfachen Beispiel vorge- 
fiihrt werden. Es sei ein ziegelférmiges kristallisches Dielektrikum angenommen, 
wobei aber die Kanten des Ziegelkérpers nicht mit den Hauptachsen der Kristal- 
lisation zusammenfallen sollen. Wenn man das Koordinatensystem x, y, 2 so 


, 
_ 2 Acta Physica III/2 
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annimmt, dass die Koordinatenachsen parallel mit den Kanten des Ziegelkérpers 
verlaufen, so bildet die Kristallachse A mit der x-Achse und die Kristallachse B 
mit der y-Achse einen Winkel p. Die Kristallachse C sei parallel zur z-Achse. 
Die Polarisierbarkeit des Kristallmaterials in der Richtung der Kristall- 
achsen A, B und C (die im rechten Winkel zueinander stehen) wird durch die 
Suszeptibilitaten a4, 4g und &c bzw. durch die Dielektrizitatskonstanten 


é4 = 1+ 42a, eg = 14 4x03, ec = 14+ 42ac (23) 


ausgedriickt. In diesem Falle sind die Komponenten des Tensors €;, in dem 
mitbewegten Bezugssystem : 


eacos’@ + epsin® (€4 — Ep)cosp sing 0 0° 
(ea — Ep )COsp sing easin’p + egcos*p 0 0 
€ik — 
0 EC 0 
0 0 0 0 


Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, dass die magnetische Suszeptibilitat 
des Kristalles Null (wu = 1) betragt. 

Es bewege sich der Kristall in der Richtung der negativen x-Achse mit der 
konstanten Geschwindigkeit v = cB durch das homogene magnetische Feld von 
Richtung z. Es sei kein elektrisches Feld vorhanden. In diesem Falle sind die 
von Null verschiedenen Komponenten des Tensors Fix: - 


Fy2= — Fy = 8: = B 


und die Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Kristallkérpers 


es Use=i0; u, = 0, Uy 


ey iS ge 


In diesem Koordinatensystem. in welchem sich der Kristall mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt, kénnen die Komponenten des Tensors €;, durch die 
Lorentz-Transformation der im ruhenden Koordinatensystem bekannten 
Komponenten ermittelt werden : 


1 : 
he E19 Oeste, a 1_P (eacos’y + egsin*—), 
ie al ae Eo0 0 —iPey, 1 
A ie Wi) 0 EC 0 Ey. = (EA — &g)cospsing, 


ji 


—ipe —=1BE 0 —fe . 
Bey, Bex. Brey eo9—= easin’p + egcos%e. 


Nachdem Fix, ¢;, und u, bekannt sind, sei nun auf Grund der materiellen 
Gleichung (22) der Tensor Gjx, d. h. der Wert der magnetischen Feldstarke und 


- 
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der elektrischen Verschiebung im Inneren der bewegten Kristallmaterie berech- 
net. : 
1— é92H? 


x = Go, = 0, Dy = Gy, = 9, Dz = Gy, = 1— p B, 


See : 
Dx = i164, = & $B, Dy = 1G, = Seas ys Le Ga, UE 


Auch bei den maximal erreichbaren Geschwindigkeiten kénnen die Glieder von 
2 
v 
der Gréssenordnung 6? = —, vernachlassigt werden. Wenn man auch die 
c 


konkrete Form der Tensorkomponenten ¢;, in Betracht zieht, erhalt man: 


| g=8. 
x= (€a— ég)cosp singBB, Dy= (easin2’p + egcos*p — 1) fies, yea De 


Es ist ersichtlich, dass das bewegte kristallische Dielektrikum (bei den angenom- 
menen Bedingungen) das magnetische Feld nicht beeinflusst, B kann daher mit 
der ausserhalb des Kristalls hervorgerufenen magnetischen Feldstarke identifi- 
ziert werden. Im Inneren des Kristalls ist indessen der Vektor D der elektrischen 


. Verschiebung von Null verschieden. Da 


D=C+4a$ 


ist und die elektrische Feldstarke © Null betragt, ergibt sich D vollstandig aus der 
elektrischen Polarisation $, welche durch die Bewegung im magnetischen Feld 
verursacht wird. Wenn man auf Grund der Gleichung (23) an Stelle der Dielektri- 
zitatskonstante die elektrische Suszeptibilitat einfiihrt, so erhalt man folgende 
Polarisationkomponenten : 


R, = aa—ap)eosp singfB, Py = (zasin?p + apcos’g) BB, P,=— 0. 


Der absolute Wert der ohne irgendein elektrisches Feld hervorgerufenen Polari- 
sation betriagt 


| 93 | = VRE WEF BR = BB a3sinXy + a%c0s? p. (24) 


Die Richtung des Polarisationsvektors stimmt nicht mit der Richtung der auf 
die molekular gebundenen Ladungen wirkenden, in der Richtung y (senkrecht zur 
Bewegungsgeschwindigkeit und zur magnetischen Feldstarke) verlaufenden 


2Q* 
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Lorentzschen Kraft tiberein, sondern weicht von dieser Richtung um der 


Winkel 


xp 7 A—JR) Sin mM cos 
y = arc tg = are tg (4 a) ue a 


BR, aa sin® py + ag cos? p 


ab (Abb. 1.). Die Richtigkeit des aus der relativistischen Gleichung gewonnener 
Resultats wird durch die Tatsache bestatigt, dass man zu einem ahnlichen Ergeb- 
nis gelangt, wenn man die Grésse und Richtung der durch das magnetische 
Feld herforgerufenen Pélarisation in einem mitbewegten Koordinatensystem bei 
Verwendung der bekannten materiellen Gleichungen der ruhenden Hea 
bestimmt. 


Das Ergebnis der Berechnungen zeigt, dass infolge des Durchquerens des 


magnetischen Feldes an der senkrecht zur x-Achse gelengenen Flache des 
Kristalls freie Oberflachenladungen von einer Dichte $3, und an der senkrecht 
zur y-Achse gelegenen Flache von einer Dichte $5, erscheinen, u. zw. mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen an den gegeniiberbefindlichen Flachen. Die Dichte 
der Oberflaichenladungen hangt dabei von dem durch die Kristallachsen und die 
Kanten des ziegelf6rmigen Kérpers eingeschlossenen Winkel ab. (Bei Bewegung 
im magnetischen Feld von isotropen Dielektrika bleibt die senkrecht zur x-Achse 
gelegene Flache bei ahnlicher Anordnung immer ungeladen.) 

Wenn man den bewegten Kristallkérper um die die Richtung des magneti- 
schen Feldes angebende z-Achse dreht, so kommt es einmal dazu, dass nur noch 
einander gegeniiber liegende Flachen entgegengesetzt gleiche Oberflachenladun- 
gen aufweisen. Dies wird dann eintreten, wenn der Polarisationsvektor gerade zu 


; 
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diesen Flachen senkrecht ist (Abb. 2). Die Lage des Kristallkérpers, welche 
beschriebene Erscheinung hervorruft, ist unabhangig von der Translationsge- 
schwindigkeit des Kristalles. 

Der experimentelle Nachweis der hier behandelten Erscheinungen scheint 
technisch nicht undurchfiihrbar zu sein, obzwar die Versuchsverhaltnisse 


Abb. 2. 


verwickelter sind als bei dem auf isotrope Dielektrika beziiglichen analogen 
Versuch von Wilson. 


4, Die Lagrange- Funktion 


Da man die explizite Gestalt der materiellen Gleichungen kennt, ist es 
leicht verstandlich, dass die Gleichungen (1), (3) und (19) — wenn s;, uj, ei, und 
%ix gegeben sind — zur Bestimmung des elektromagnetischen Feldes ange- 
wandt werden kénnen. Man setze Gleichung (3) in (19) ein, und sodann lezteren 
Zusammenhang in (1). Das Resultat ist 


Ok [ (ui Exy Uy — Up Ejy Uy + 3 ings U; Xsm Un Opnar) (Oupv— Ov pu) ] = 4 15}. (25) 
Diese Gleichung ist im Falle voni = 1, 2, 3, 4 giiltig. Die vier Potentialkomponen- 
ten y; werden durch die vier Gleichungskomponenten bestimmt, worauf dann die 
Komponenten der Feldstarken auf die beschriebene Weise gebildet werden 
kénnen. 

Die durch Potentiale ausgedriickte Gestalt (25) der Feldgleichungen kann 
aus der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Hierzu muss man nur voraus- 
setzen, dass in dem im Vergleich zum Dielektrikum ruhenden Bezugssystem die 
folgenden Zusammenhinge bestehen: 


Exy = Eyx, Eyz = Ezy, Ezx = Exzy 
xy = Eyx, Ey: (26) 
Mxy = Ayx» yz = Xzy, Azx = Mxz- 

(Diese Zusammenhange bilden auch die Vorbedingung, dass man im Inneren 
des Dielektrikums von der Energie des elektromagnetischen Feldes als von 
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einer durch den augenblicklichen Zustand des Kraftfeldes bestimmten, von 
der Art der Entstehung des Feldes unabhangigen Zustandsfunktion sprechen 
kann*. Aus der Gleichung (26) sowie aus der Definition von éjx und xix 
folgt, dass in jeglichem Inertialsystem 


Eix = Ekir Hik = Xki (27) 
ist. 
Die das elektromagnetische Feld charakterisierende Gleichung (25) 
kann aus folgender Lagrange-Funktion abgeleitet werden: 


Si i W beg a : 
L = — Far Garb —Sn Dita Fap| Ua bu Di Onbrs Un %sm Unmnuv Fuy—Sn Qn- 
16x 8a 2; 


(28) 


(Den Tensor Fj, denke man sich durch das Potential gy; ausgedrickt.) 
Die Euler-Langrangesche Gleichung lautet namlich : 


L L L 
g -Ok g = an (2 9 ) —s,=—0. : (29) 
ODi 0 OKPi 0 Fix 
Doch ist 
aL 1 ee eA 
2 = al Eku Uy — Uk Eju Uy + — Oixrs Ur X%sm undinnae| Fuy + 
OF ix 8x 2 ; 


1 1 : 1 

== a(t Epi Wy — Up E. , Wi | — Oaabys Ur X%sm Un Omnik | Far = — Gir. 

Sar 2 Ag 
(Es wurde hier der Zusammenhang (27) beriicksichtigt.) Wenn man dies 
in Gleichung (29) eimsetzt, so erhalt man die abzuleitende Gleichung (1) 
bzw. (25). Pe 

Die Kenntnis der Lagrange-Funktion bietet die Méglichkeit, auch die 
Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes in anisotropen Dielektrika 
auszuarbeiten. Die zum Potential y; kanonisch konjugierten Funktionen sind : 

OLigU hs po Ob 2 ab 1 


i =¢—_— == =— = - Gai- 
OPi LO Ogi t OF 4i Acti fates 


Die zum Vektorpotential {{ kanonisch konjugierte Funktion ist also das 4/,7- 
fache des Verschiebungsvektors D, genau so wie im isotropen Medium [2]. 
(Die kanonisch Konjugierte des skalaren Potentials © ist auch jetzt Null. 
Wenn man von der Vertauschungsrelation ausgeht, die zwischen den den 
kanonischen Variablenpaaren zugeordneten Operatoren besteht,so kann auch 
die quantentheoretische Behandlung durchgefiihrt werden. 


* Giehe z. B. J. Frenkel, loc. cit. [7], S. 55. 
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5. Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes 
Die genaue Gestalt des Energie-Impuls-Tensors von isotropen Dielektrika 
ist eine auch heute noch umstrittene Frage [1—6]. Es ist wahrscheinlich, dass 
der von Abraham eingefihrte symmetrische Tensor 


i 1 
Tine = el Feiner (en, — 1) (Wi, Ee Bh ee 
Act 4 
1 


F 1 1 eit ; 
eo E. | Be ee. aie Glee = (a ES 
2 | 4a 4 J]. 4c 


oder aber der von Minkowski aufgestellte asymmetrische, jedoch einfachere 
Tensor 

ie = : Fi, G PE F,; G | 

tk ) je ir Wkr 4 ik “rs ae 


die dynamischen Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes in einem 
isotropen Dielektrikum beschreibt. Der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor 
kann, wie dies von Novobdtzky gezeigt wurde, zusammen mit den Feldgleichun- 
gen aus einer Lagrange-Funktion abgeleitet werden [2]. Im nachstehenden sei 
kurz untersucht, in welcher Weise die Energie-Impuls-Tensoren und die mit 
ihnen zusammenhangenden Grdéssen sich im Falle von anisotropen Dielektrika 
modifizieren, die mit der skalaren Dielektrizitatskonstante ¢ und der skalaren 
Permeabilitat nicht charakterisiert werden kénnen. 

In einem anisotropen Medium ist die eine Méglichkeit, die fiir die Angabe 
des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes in Betracht kommt, der Minkowski- 
sche asymmetrische Ausdruck : ; 


1 1 f 
tik = al Grr Rear Oik Frs ae 


Dieser Tensor kann nicht abgeleitet werden, es lasst sich nur sagen, dass er im 
Vakuum, wo ¢ = « = 1 ist, zusammen mit dem Abrahamschen Tensor in den 
aus der Elektronentheorie bekannten Energie-Impuls-Tensor 


il 1 
To, x ga Cote tea’ dix FrsFrs 


bi 


iibergeht. Die sich als einzelne Komponenten des Minkowskischen Tensors 
ergebende Spannung (die Kraft, die auf die durch den Normalvektor 1 gekenp- 
zeichnete Flacheneinheit wirkt), die Dichte des Feldimpu'ses, der im Felde 
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fliessenden, Energiestrémung und der Feldenergie haben in jedem Inectialsystem 
folgende Form : 


po mal (Dn) + H (Bn) +162 ‘i 98) 
oc 2 
ee We xX Da) ’ 
ic Ase 


Cis twaeee x G: 
u 4a 
1 
u = —ty = — (CD + HB)- 
8a 


(Der Stern * bedeutet hier die raumlichen Indizes 1, 2, 3.) Die Dichte der ponde- 
romotorischen Kraft, die sich als negative Divergenz des von Minkowski ange- 


nommenen Energie-Impuls-Tensors ergibt, ist ahnlich wie im isotropen Dielektri- 


kum : 


1 , 
ki =— 0ttir = Fix 8% ——— (Grs 01 Fis—F rs 0: Grs) - (31) 
lox 


Das erste Glied gibt iiber die auf die Ladungen wirkende Lorentzsche Kraft, 
der zweite, in Klammern stehende Ausdruck tiber den an der Grenzflache der 
Dielektrika auftretenden ponderomotorischen Druck Aufschluss. 

Kennt man die Lagrange-Funktion des elektromagnetischen Feldes 
(Abschnitt 4), so kann auch die Variationsmethode der allgemeinen Relativitats- 
theorie zur Bestimmung des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes angewandt 
werden. Die Variation der Lagrange-Funktion gemass dem metrischen Tensor 
g'* fahrt zu folgendem Energie-Impuls-Tensor : 


1 1 
Tin = — ee D, + E; Di + Hi By + Hy Bi) + ne ee) Up Hy +> 
T 1 


1 1 32) 
ai 4, era B,) Uj Hy + = (Bie + 2uiun) (E,D, + H, B;) : ( ) 
Kiss IT 


(Die Herleitung des Tensors aus der Lagrange-Funktion wird im Anhang ange- 
geben.) Der jetzt erhaltene Tensor kann als die Verallgemeinerung des von 
Abraham eingefiihrten Energie-Impuls-Tensors angesehen werden. Der Tensor 
ist symmetrisch, wie dies ja bei jedem Tensor der Fall ist, der von einem Varia- 
tionsprinzip abgeleitet wurde. Auf diese Weise besitzt der Plancksche Satz tber 
die Tragheit der Energie auch gesondert fiir die Energie des elektromagnetischen 
Feldes Giiltigkeit, und auch das durch das Feld auf das Dielektrikum ausgeiibte 
Drehmoment lasst sich stets auf ponderomotorische Krafte zuriickfihren. 


» 
a 


DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD IN BEWEGTEN ANISOTROPEN MEDIEN 89 


In einem im Vergleich zum Medium ruhenden Bezugssystem ergeben sich 
die als einzelne Komponenten des Abrahamschen Tensors erhaltenen Maxwell- 
schen Spannungen, die Feldimpulsdichte, die Energiestrémungsdichte (der 
Poyntingsche Vektor) und die Feldenergiedichte aus dem ersten, zweiten, dritten, 
bzw. vierten (eingeklammerten) Glied des Ausdruckes von T;x, u. zw. folgender- 
weise : 


{Aa =te—;.|¢ (Dn) + D (Cn) + H (Bn) + BOW — > nD + o8)|. 


GA= T= 6x6, 


tc 4ae 
6 ==T ue =—Exh, 
iu Ag 
1 
u=— Ty, = —(GD+698). 
85 


(Im Falle eines bewegten Dielektrikums wird der durch dreidimensionale Vektoren 
ausgedriickte Zusammenhang obiger Gréssen komplizierter.) Es ist ersichtlich, 
dass die durch Dreiervektoren ausgedriickte Gestalt dér Minkowskischen baw. 
Abrahamschen Tensorkomponenten & ,D, , 8 sich in anisotropen Medien nicht 
von den in isotropen Medien bekannten Ausdriicken unterscheidet. 

Der Ausdruck der sich aus dem Abrahamschen symmetrischen, Tensor 
ergebenden ponderomotorischen Kraft soll der besseren Ubersichtlichkeit 
halber fiir jenen speziellen, aber praktisch wichtigsten Fall angesetzt werden, wo 
die magnetische Polarisierbarkeit des Mediums vernachlassigt werden kann. 
[Gleichung (22).] In diesem Spezialfall ist auch die Ableitung des symmetrischen 
Tensors aus der Lagrange-Funktion einfacher (siche Anhang). Das erhaltene 
Ergebnis lautet : 


1 1 
fie lf Fu, + EH; E, — = Ei Dek: E,, Di) — uju,.E, (E,— D,) i 
ot 


+ Oik Frs Gr} (33) 


Wenn man die unter (30) geschriebene Gestalt des Minkowskischen Tensors tix 
in Betracht zieht und zur Charakterisierung der elektrischen Polarisation den 


Vektor 


1 
P; = — (Di —E}) 
An 
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einfihrt, kann man zu folgender Form von Tj, gelangen : 
Tix = tix — (Fir — ui E,) ux Pr +; (E; Py — E;, Pi) 
= tip bidjyy Ux Ur Pu By + 5 (iP E,Pi). 
Die sich als negative Divergenz des jetzt hingeschriebenen Abrahamschen Tensors 


ergebende Kraftdichte unterscheidet sich in zwei Gliedern von dem Minkowski- 
schen Ausdruck (31) : 


Ki = — OT ix = Fir $x Pye «Gr 61 fy s— F 50; Grs) —- UK Ok (GFuvttePs By) cr 


ie 
a Ox (Ei Pr— Ey Pi) - 


Das vorletzte Glied ist der von Abraham: cingefihrte und in ruhendem (isotropem) 
Medium in der Gestalt von 


i = 


py reek Sa tater (ESE r ee at 
c a c 


bekannte Kraftdichteausdruck. Dieser Ausdruck enthalt u. a. die auf den 
NE 


Polarisationsstrom durch das magnetische Feld ausgeibte Lorentzsche 


Kraft. Das letzte neue Glied tritt nur in einem anisotropen Medium auf und steht 
mit dem Drehmoment in Zusammenhang, das von & auf das damit nicht paral- 
lele $8 ausgeiibt wird. 

Von einer ausfiihrlicheren Untersuchung, ob der Minkowskische oder aber 
der symmetrische Energie-Impuls-Tensor die im dielektrischen Medium sich 
abspielenden Vorginge richtiger beschreibt, soll hier abgesehen werden. 


6. Zusammenfassung 


Aus dem hier Gesagten ist ersichtlich, dass in einem anisotropen Medium die 
relativistische Theorie des elektromagnetischen Feldes, wenn man von der 
nichtrelativistischen phinomenologischen Theorie ausgeht, genau so eindeutig 
entwickelt werden kann, wie dies von Minkowski im Falle von isotropen Medien 
durchgefiihrt wurde. Hierbei bleiben die Maxwellschen Gleichungen unver- 
andert, nur die die Polarisierbarkeit des Feldes ausdriickenden materiellen 
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Gleichungen verandern sich im Falle eines bewegten Mediums. Der genaue Aus- 
druck des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes und dec ponderomotorischen 
Kraft bleibt zwar problematisch, doch ist dies selbst in der nicht-relativisti- 
schen Theorie baw. in der relativistischen Elektrodynamik von isotropen Dielek- 
trika eine umstrittene Frage. Auf die Untersuchung des letzteren Problems soll 
in einer spateren Abhandlung zuriickgekommen werden. 


* 


Es sei hier Herrn Prof. K. F. Novobdtzky fiir seine wertvollen Anleitungen 
und meinem Mitarbeiter G. Gyérgyi fiir einige Literaturhinweise der beste 
Dank ausgesprochen. 


ANHANG. 
Die Ableitung des Abrahamschen ‘Tensors und der Lagrange- Funktion 


Fiir den Fall eines anisotropen Mediums wurde die Lagrange-Funktion des 
elektromagnetischen Feldes unter (28) aufgestellt. In nichteuklidischer Metrik, 
bei der man einen Unterschied zwischen kovariantem und kontravariantem Tensor 
macht, hat die Lagrange-Funktion folgende Gestalt : 


1 
p= i Ge — msi. 
loa é oS 


Die Variation des Integrals der Lagrange-Funktion auf Vierervolumen gemass 
dem metrischen Tensor g'* bestimmt den Energie-Impuls-Tensor : 


as = 0{ LVgdx=— | Taos" Ved. (34 


(Hier bezeichnet dx = dx'dx*dx*dx*.) Wenn man die Form von Gap beriick- 


sichtigt, so lautet das zu variierende Integral im Falle nichteuklidischer Metrik 


1 6 *abrs 6*mnuy 
e= Week Sth on bn eye 
ow 


Oo Vaca g 


etst ym tery Vgdx. 
8a g 


/ 


Bei der Schreibung des Integrals wurde in Betracht gezogen, dass die in Abschnitt 
1 eingefiihrte Grisse 6"'*S sich im Laufe der allgemeinen Koordinatentransfor- 
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mationen wie eine kontravariante Tensordichte verhilt, also mit +/ fa dividiert 
einen Tensor ergibt. Dasselbe bezieht sich auf die Stromdichte 3'. 

Um die Variation gemass dem metrischen Tensor ausfiihren zu kénnen, ist 
es Be Se TS den Integranden als Kombination der metrischen Tensorkompo- 
nenten g' und der von der Metrik meapnanglnce Gréssen 7m schreiben. Es ist 
bekannt, dass p;, Fix, 3’, ux, Fi = F;,u“ den Tensor ig nicht erthalten. 
Daraus folgt, dass auch die Tensordichte 


oi ee = 6*ikrs ithe 
von g'* unabhangig ist. (Fraglich bleibt, in welcher Weise x,, und €,; von i 
g £18 ag & 


abhangen.) Wenn man dies alles beriicksichtigt, so kann man die Abhangigkeit 
der grésse S von g““ durch folgenden, Ansatz zum Ausdruck bringen : 


igits J ra 1 ayes rman uty? Mes (g'*) gar Zon — 
| 8x /g 
1 : 
air é" (gi*) EE. Ve-—o 8" ldx. 
Tt 


Nun soll die Variation gemass g' ausgefiihrt werden. Wenn man nach dem 
bekannten Verfahren vorgeht, gelangt man zu folgendem Ergebnis : 


O%rs 
agi* 


sS= feel” Suc H + Fy, ui H+ B, B 


de” 1 : 
aT Si og, Bik (E, D* + H, | dgi* Vgdx 


Hieraus kann die Form des gesuchten Energie-Impuls-Tensors wie folgt gefunden, 
werden : 
O%rs 


gik 
0g 


fi = | Fim + RE wd + BB 


fp eee ae pee 
— &r ae |g Stel ,D' + H, )) 


Ungelést bleibt noch der Ausdruck x,, und e” *. Bei Bestimmung dieser Gréssen 
kann man vom bekannten Umstand ausgehen, dass die Energiedichte des 
elektromagnetischen Feldes in einem im Vergleich zum Medium ruhenden 
Bezugssystem den Wert 


il 
u=—Ty =5-(ED+ $B) 
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und der Poyntingsche Vektor den Wert 


6=— T= — Exh 
1 Act 


aufweisen muss. Ahnlich wie bei dem von Novobdtzky im isotropen Dielektrikum 
angewandten Verfahren sei die Form von x,;; und ¢ S folgendermassen ange- 
nommen [2] : 


rs x! B15 (2 + gmnu™ u"), eS = & g’ (2 + &mnu™ u”) > 


_ wo nunmehr x) und e; unabhangig von der Metrik sind. Auf Grund dieser 
Zusammenhange erhalt man : 


BB = — uy; u, B, H’ — Se 
ag! 2 
oes 4 1 ; 
E' Es Sr tee uju,E, D’ + — (E;D, + E, Di). 
agi 2 


Wenn nun alle diese Werte entsprechend eingesetzt werden, ergibt sich folgende 
Gestalt des Energie-Impuls-Tensors : 


Tix = baa (E,D,-+ E,Di + H; By + He Bi) + (F% — i B,) eH + 
TT 


| 
+ (FE — um B,) wi + Gu +u us| (E,D’ + HB’) . 


Dieser symmetrische Tensor kann als die auch im anisotropen Medium giiltige 
Form des Abrahamschen, Energie-Impuls-Tensors angesehen werden, auf diese 
Form wurde auch in (32) Bezug genommen. 

Wenn das Medium magnetisch unpolarisierbar ist, so ist die Ableitung des 
Energie-I mpuls-Tensors wesentlich einfacher. Bei Verwendung der Gleichung (22) 
kann die Lagrange-Funktion folgenderweise geschrieben werden : 


1 


an 1 er GY — gs" = 


L= 


1 1 ; P 3r 
= lox F.5 Fuvg@ 3" + 3 (2 +- gmnu™u”) E, E, COE) Orie. 


oT 


‘Ausser den Komponenten von g'* kommen lauter von der Metrik unabhangige 


4 
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Ausdriicke vor. Wenn man der Energie-Impuls-Tensor auf die durch (34) gegebene 
Methode bildet, so gelangt man zu folgendem Ergebnis : 


eb fe | Fit + ExEy— ~ (E;Dy + E,Di) — 


wh 
— uj uz E,(E" — D’) a =e F,,G"* 


Darauf wurde in (33) Bezug genommen. 
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RU SS 


3JEKTPOMAPHUTHOE NOJE B JBYWKYMMXCH AHMSOTPOTIHbIX 
CPEJIAX 


Ji». Mapxe 
Peswme 


YpapHeHHA, BbIparkaloulHe NMOAAPHSyeMOCTh AHHSOTPOMHBIX cpef, salHcbiBaloTcA B 
perATHBUCTCKOH dopme..B TakOM Bue OHH MOFyT ObITh NPHMeHEHEI TakKe B Cy Yae AMOEK- 
TPHKOB, JBHKYWIMXCH C NOCTOAHHOH cKopocrbio. Ha ocHope 9Toro faeTcA dyHKUHA 
JlarpakoKa Id 9eKTPOMAHHTHCTO NOs, H3 KOTOPOH MO>%KHO pacuHTaTh ypaBHeHHA NONA, 
KaHOHHYecKHe BeJIHYHHI HW TeH3Op HMNY Ibe — 9HeprHs. 
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ROTATIONSANALYSE EINIGER BLAUEN BANDEN 
DES SrO-MOLEKULS ; 


Von 


I. DEEZSI, E. KOCZKAS und T. MATRAI 


SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES PHYSIKALISCHEN ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTES DER 
UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Vorgelegt von t. Kovacs. — Eingegangen 16, Marz 1953) 


Die vorliegende Abhandlung befasst sich mit der Rotationsanalyse der Banden (1,0), (1,6) 

und (2,6) des blauen Systems des SrO-Molekiils, als Fortsetzung zu den von I. Kovacs und A. 

Bud6 an den Banden (1,0), (1,1), (0,2), (0,3), (1,4) und (1,5) desselben Systems bereits durch- 

gefiihrten Rotationsanalysen. Bei Anwendung der von diesen Verfassern fiir den unteren bzw. 

oberen Zustand erhaltenen Resultate ergibt sich, dass die Rotationskonstanten B aus folgenden 
zwei Formeln berechnet werden kénnen : 


By, = 0,2937, — 0,0015, (v’ + })B, % = 0,3380, — 0,0021, (v’ + 3). 


Kovécs und Budé haben neuerdings die Rotationsanalyse der Banden 
(0,1), (1,1), (0,2), (0,3), (1,4) und (1,5) des blauen Bandensystems des SrO- 
Molekiils durchgefiihrt [1]. Sie stellen hierbei fest, dass dieses Bandensystem 
einem Elektroneniibergang 1J[—!X entspricht, und bestatigten sodann die 
Annahme von Almkvist und Lagerqvist [2], dass der 1X-Zustand mit dem 
unteren Zustand des infraroten Bandensystems gemeinsam ist. Nach der letzten 
Mitteilung von Almkvist und Lagerqvist [3] ist auch der untere Zustand des 
ultravioletten Bandensystems des SrO-Molekils mit dem unteren Zustand des 
infraroten und des blauen Systems gemeinsam. Dieser 2 -Zustand ist zugleich 
der Grundzustand des SrO-Molekils. 

In Ergainzung zu den Untersuchungen von Kovacs und Budé wurde die 
Rotationsanalyse von weiteren drei Banden, naimlich der Banden (1,0), (1,6) 

und (2,6) durchgefiihrt. 
Auf die Untersuchungsmethode soll hier nicht naher eingegangen werden, 
da die Ausmessung der Banden (1,0), (1,6) und (2,6) von derselben Aufnahme- 
reihe vorgenommen wurde wie die Ausmessung der Banden (0,1), (1,1), (0,2), 
(0,3), (1,4) und (1,5). Die beziiglichen Versuchsverhaltiisse sind ausfihrlich unter 
[1] angegeben. ; 

Auf den Aufnahmen sind die Banden ineinander verflochten, oft wird ein 
betrichtlicher Teil der Bande von Atomlinien iiberdeckt, die Ubersichtlichkeit 
wird auch von fremden Banden gestért. Nichtsdestoweniger war in allen drei 
_ Banden je ein Zweig — der Q-Zweig — erkannbar. Bei Verwendung des Q-Zwei- 
ges wurden dann in allen drei Banden die beiden anderen Zweige mit der Methode 
von Loomis und Wood [4] herausgesucht. Die Zweige konnten aber in keiner 
Bande ganz bis zum Kopf verfolgt werden, weshalb die J-Quantenzahl mit 
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TABELLE I 


Die Wellenzahlen der Linien der Bande (1,0) 


a RE Ee | ET ET RE EY DAT 

J R(J) Q(J) P(J) 

ll = ma = 

12 — = aes 

13 = a ay 

14 — Ss a 

15 — aad a 

16 —_ 25 135,31 — 

17 — 133,66 — 

18 —_— 131,92 — 

19 —_ 130,17* — 

20 — 128,54 —_— 

21 _ 126,52 — 

22 f = 124,59 — 

23 25 136,22* 122,43 = 

24 134,68 120,16 25 106,31* 

25 133,00 117,90* 103,41* 

26 131,22 115,65* 100,48* 

27 129,33 LLsHon 097,38* 

28 127,25 110,56* 094,24* 

29 125,09 107,86* 090,98* 

30 122,88 105,13* 087,63 

31 120,51* 102,15* 084,10* 

32 118,10* 099,15* 080,53 

33 115,65* 096,18* 076,72* 

34 113,13* 092,83* 072,97* 

35 110,56* 089,64* 069,20 

36 107,86* 086,39* 065,32* 

37 105,13* 083,06 061,43* 

38 102,15* 079,65 057,43 

39 099,15* 076,19 053,43 

40 096,18* 072,47* 049,23* 

41 092,83* 068,54 044,89* 

42 089,64* 064,72* 040,49 

43 086,29* 060,83 035,75* 

44 082,71* 056,75 031,07* 

45 079,12* 052,56 026,38 

46 075,47 048,27 021,66 

47 071,79* 043,94* 016,90* 

48 067,99* 039,52 011,91 

49 063,91 Oso." 006,68 

50. 059,78 030,57* 001,46 

51 < 055,78 025,82* 24 996,18 

52 051,43 021,10* 990,89 

53 047,15 ‘016,06 985,47 

54 042,86 011,16 — 

55 038,32 006,08 a 

56 033,49 000,81 _- 

oT 028,99 24 995,59 — 

58 024,26 990,13 —_ 

59 019,60* 984,87* -- 

60 014,39 979,56 — 

61 009,33 —_ — 

62 004,01 — —- 
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TABELLE II 
Die Wellenzahlen der Linien der Bande (1,6) 
\ i] ee aR 

J R(J) Q(t) P(J) 
21 — = a 
22 — = = 
23 21 388,85 21 374,79* — 
24 387,82 373,49 21 359,47* 
25 386,93 371,96 357,23* 
26 385,82 — 355,03* 
27 384,71 —- 352,61* 
28 383,47 366,47* 350,24* 
29 382,21 364,87 347,75* 
30 380,78 362,70 345,31* 
31 379,40 360,79 342,64* 
32 377,86 358,75 339,89* 
33 376,41 356,56 337,28* 
34 374,79* 354,49 334,45* 
30) 372,98 352,21 331,68* 
36 371,36* 349,80 329,03* 
37 — 347,42 326,08* 
38 367,65 345,07 323 513— 
39 365,72* 342,64* 320,05* 
40 363,79 339,89* 316,91* 
4l 361,64 337,28* 313,51* 
42 359,47* 334,45* 310,09 
A3 357,23* 331,68* 306,79 
44, 355,03* 329,03* 303,44 
45 352,61* 326,08* 299,98 
46 350,24* 3235137 296,37 
AT 347,75* 320,05* 292,73 
48 345,31* 316,91* 289,25 
49 342,64* 313,71 285,50* 
50 339,89* 310,52 281,64 
51 337,28* 307,20 277,76 
52 334,45* 303,82 273,77 
53 331,68* 300,44 269,75 
54 328,75 296,85 265,53 
55 325,74 293.35 261,58 
56 322,71 289,79 257,12 
at 319,41 286,09 = 
58 316,34 282,18* 248,81 
59 313,04* 278,35 244,48 
60 309,68 274.63 240,11* 


3° Acta Physica II/2, 
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TABELLE III 


Die Wellenzahlen der Linien der Bande (2,6) 


J R(J) Q(J) P(J) 

11 — — — 

12 — — —_— 

13 — — — 

14 — 21 891,57* _— 

15 = 890,52* a 

16 —= 889,56 — 

17 = 888,33 _- 

18 = 887,18 — 

19 = 885,87* — 

20 == 884,48* — 

21 == 883,10* — 

22 — 881,63 —_— 

23 — 880,03* _— 

24 21 892,72 878,24 21 864,26 
25 891,57* 876,53 862,02 
26 890,37* 874,74 859,75* 
27 888,96 872,91 857,27* 
28 887,65 870,95 854,84 
29 886,22* 868,95 852,26* 
30 884,63* 866,76 849,54* 
31 883,10* 864,61 846,84 
32 881,45 862,37 843,95 
33 879,72 860,04* 841,07* 
34 877,87 857,73 838,07* 
35 876,00 855,29 835,12* 
36 874,00 852,75 832,04 
37 871,98 850,25* 828,89 
38 869,88 847,63 825,70 
39 867,62 844,86* 822,30 
40 865,45 842,03* 819,02 
41 863,13 839,12* 815,66 
42 860,76* 836,21* 812,16 
43 858,36 833,16* 808,42 
44 855,85 830,09 804,87 
45 853,35 826,97 801,34 
46 850,61 823,68 797,26 
47 847,87 820,36 793,45 
48 845,01* 816,99 789,55 
49 842,13* 813,50 785,55* 
50 839,12* 809,97 781,53 
51 836,21* 806,31 717,36* 
52 833,06 802,59 773,08 
53 829,70 798,81* 768,65 
54 826,43 795,01 764,14 
55 822,95 791,01 759,66 
56 819,55 786,96 755,14 
57 _— 782,84* —_— 

58 = 178,65 _— 


ROTATIONSANALYSE EINIGER BLAUEN BANDEN DES SrO-MOLEKULS 99 


Hilfe der Kombinationsdifferenzen der bereits analysierten Banden festgestellt 
wurde. 

Die grésste Miihe verursachte die Analyse der Bande (1,0), da ihre Intensi- 
tat gering ist, die Linien diffus sind, und viele fremde Linien die Bande iiber- 
decken. ; 

Die Analyse der Bande (1,6) wurde durch den Umstand erschwert, dass 
einige Linien des R-Zweiges und datin des Q-Zweiges gemeinsam mit den Linien 
des P-Zweiges verlaufen, wobei diese drei Zweige bei vier Linien sogar 
zusammenfallen. 

In der Bande (2,6) sind nur bei der Uberschneidung des R-Zweiges mit dem 
Q-Zweig einige gemeinsame Linien vorhanden. 

Eine Kontrolle der erhaltenen Ergebnisse war dadurch gegeben, dass jeder 
Zustand mit Ausnahme des Zustandes v' = 2 aus zumindest zwei Banden 
bekannt ist, wahrend der Zustand v’’ = 0 in der Analyse von Lagerqvist vor- 
kommt. So kénnen die Ergebnisse der durchgefiihrten Analyse trotz der vielen 
stérenden fremden, Linien als zuverlassig bezeichnet werden. 

In den Tabellen I, II und III sind die Wellenzahlen der Bandenlinien 
angegeben. Die diffusen oder zusammenfallenden Linien sind mit einem Stern 
bezeichnet: Die fehlenden Linien waren jeweils von einer breiten Atomlinie 
tiberdeckt. 


Die Indizes c und d bezeichnen die beiden Komponenten der A-Verdopplung, wobe 
sich c auf das niedrigere und d auf das hohere Niveau bezieht. 


Die Rotationskonstanten wurden auf die iibliche Weise — wie schon von 
Kovdcs und Budé—bestimmt. Diese Konstanten sind in Tabelle 1V zusammenge- 


fasst. 
TABELLE IV 
Die Werte der Rotationskonstanten B und D in cm 1 
rh | OS® |i, e | Atoll aml gas wean LO ere 
i i Ba 3 B . , 5 , Be ” 
Bande | By | Mittele| | Mittel- "Ds, wed. Do, Mn eiy: beer Etta) res Wages 
wert wert wert wert wert wert 
(1,0) |0,2912 0,2914 0,46 | 0,48 00,3371; — 0,40 — 
0,2915 0,2917 | 0,48 0,52 
(1,6) | 0,2918 0,2921 0,50 | 0,56 0,3241 0,49 
0,3242 0,55 
(2,6) 0,2897| — |0,2899| — | 0,80 | — 0,87 — |0,3242 0,60 


Bei Beriicksichtigung der B-Werte der von Kovdcs und Budé6 analysierten 
Banden wurden fir den unteren Zustand die Werte 


B; = 0,3380, a, = 0,0021, 
und fir den oberen Zustand die Werte 


B, = 0,2937, a, = 0,0015, 
ermittelt. 
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Die Wellenzahlen der v)-Werte der einzelnen Banden wurden nach der 
Methode von Kovacs [5] berechnet. Diese Methode beruht auf dem Umstand, 
dass aus den Wellenzahlen der Bandenlinien Kombinationen gebildet werden 
kénnen, welche — im Falle, dass keine Perturbation auftritt — unabhangig 
von der J-Quantenzahl dieselbe Konstante ergeben. Diese Konstante ist im 
wesentlichen der Wellenzahl von vy gleich. Bei Singulettzustanden lauten diese 
Kombinationen aus den Linien des Q-Zweiges 


8Q 


1 
Sle + 1),04S == DI) Ciro va 
und aus den Linien des P- bzw. R-Zweiges 


t+ 1) (PU) +RU=—2))— J) (PU + DRS 


§PR= 
=) — B" =»pr, 
bzw. 
SPR = aut 1) [P(J—1) + RV —1)]—(VJ — [PW + RU) = 


= + B= rpp. 


Bei grésseren Quantenzahlen ist es méglich, dass diese sog. v)-Linien von 
der Horizontalen abweichen. In diesem Falle missen auch die mit den Rotations- 
konstanten D gebildeten Korrektionsglieder beriicksichtigt werden. Mit diesen 
Korrektionsgliedern lauten die obigen Zusammenhinge folgenderweise 


8Q = VQ a (D’' — D") (i) 7 (ie i) 
gre = Wert 2D (DDS ob) I? (Fa 
gpa = ’pR — 2D"'+ (D’ — D") (J--1)) F2(J +1). 


Insofern kein Stérung vorhanden ist, ergeben die als Funktion der J-Quan- 
tenzahl dargestellten gg-, gpr- und gpr-Kombinationen Horizontalen. Diese sog. 
vy-Linien weichen an der Perturbationsstelle stark von der Geraden ab, weshalb 
diese Methode auch dusserst geeignet ist, etwaige Perturbationen aufzudecken. 
Wenn sich die Stérung im Q-Zweig befindet, so ist dies aus den gg-Kombinatio- 
nen ersichtlich. Die im P- bzw. R-Zweig auftretenden Perturbationen lassen sich 
aus den gpr- baw. den gpr-Kombinationen feststellen, je nachdem ob der obere 
oder der untere Elektronenzustand gestért ist. 

Abb. 1 zeigt die Bestimmung der 1)-Linie der von den Verfassern analysier- 
ten (2,6)-Bande. 
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el 
10 5 20 25 30 35 40 45 50 55 J 


Abb. 1. Bestimmung von », in der Bande (2,6) des blauen Bandensystems des SrO-Molekiils 

Die vg-Werte sind durch einen weissen, die vpr-Werte durch einen schwarzen Kreis bezeichnet 

Die die va-Werte ausgleichende Gerade kann in der Abbildung nicht von der die vpr-Werte 
ausgleichenden Geraden unterschieden werden. 


Es ist ersichtlich, dass eine Beriicksichtigung der D-enthaltenden Glieder 
wegen der geringen Grisse von D’—D” nicht notwendig war. Die Entfernung 
der zu vgund vpr gehérenden Geraden voneinander betragt B’’, sie kann aber 
bei dem hier angewandten Massstab nicht wahrgenommen werden. 

Die erhaltenen v)-Werte sind zusammen mit den Ergebnissen von Kovdcs 
und Budé in Tabelle V enthalten, wobei die 1)-Werte der von den Verfassern 
analysierten Banden kursiv gedruckt sind. 


TABELLE V 
Die Wellenzahlen der Nullinien 


v’ 


¢ 


— 25 147,70 — 
23 988,94) 24 502,35 — 
23 351,45 — — 
— 22,612,98 — 
— 21 999,19 = 
— 21 392,77) 21 899,70 


aA nr wnre & 
bo 
bo 
= 
bo 
—_ 
s 
w 
e 


Aus den Wellenzahlen der 1)-Werte wurden auf Grund der bekannten 
Formel 


(B' + B")? 
4 (B’ = B") 


Ysch = Yo 


Fs die Wellenzahlen der Bandenképfe berechnet. Diese Zahlen sind zusammen mit 
den entsprechenden Angaben von Kovécs und Budé in Tabelle VI zusammen- 
_ gefasst. 
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TABELLE VI 
Die Wellenzahlen der Bandenképfe 


2 


0 1 2 


” 


—_ 25 149,86 — 
23 991,29) 24 504,61 -— 
23 353,90 — — 
22 723,90 — oo 
— 22 615,58 — 
— 22 001,95 — 
— 21 395,72| 21 902,44 


~ 


nun fF wn FY O&O 


Es wurden auch die zum oberen Zustand des blauen Bandensystems 
gehdrenden Vibrationskonstanten berechnet, wobei sich die Werte 


o, =519,9, und @, x, =3,2, 


ergaben. Zur Ermittlung der den unteren Zustand kennzeichnenden Vibrations- 
konstanten wurden auch die aus den Analysen von Kovdcs und Budé bekannten 
Angaben in Rechnung gestellt. Die so erhaltenen Werte : 


@, = 653,3,' Und —@, %, = 93,9, 


unterscheiden sich nicht wesentlich von den Ergebnissen von Kovdcs und Budo. 

Die aus der Analyse der Banden (1,0), (1,6) und (2,6) gewonnenen Resul- 
tate bekraftigen — da sie sich ja an die Analyse der Banden (0,1), (1,1). (1,4), 
(0,2), und (1,5) anschliessen — die Annahme von Kovdcs und Budé, dass das 
blaue Bandensystem einen Elektroneniitbergang J—1Z darstellt. Die Kombina- 
tionsdifferenzen des unteren Zustandes der Bande (1,0) weisen darauf hin, dass 
das blaue und das infrarote Bandensystem einen gemeinsamen unteren Zustand 
besitzen, wie dies von..Almkvist und Lagerqvist angenommen wurde. 

An dieser Stelle sei Prof. I. Kovdcs und Prof. A. Budé fic ihre wertvollen 
Ratschlage der beste Dank der Verfasser ausgesprochen. 
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POTAIJMOHHbIM AHAJIM3 HECKOJIBKUX CMHUX MOJIOC SrO 


VM. Tlexu, E. Kouxam u T. Marpau 
Peswme 
B cratbe mpuBepfen poraHonHbili anasus mosoc (1,0), (1,6) u (2,6) cuHero cneKrpa 
mosekysbI SrO. CraTba MpHMbiKaeT K poTaWHOHHOMY aHaJIH3sy OT V1. Kogay u A. Byfo mpore- 
néH Ha momocax (0,1), (0,2), (0,3), (1,1), (1,4) 4 (1,5) Toro xe cnexrpa. Vicnonp3ya HW pesy Ib- 


TaTH yKasaHHOM cTaTbH, POTAMOHHHe MOCTOAHHBIe ji HH)KHETO H BepXHero cocToAHHit 
MOFYT ObITb BLIPArKeHbI CeqyOWUMH POpMy amu : 


’ 1 
Bi, = 0,2937, —0,0015, (- o 5) ; 


1 
By = 0,3380, — 0,0021, (»” + 5) 


at 


UBER DIE WEIZSACKERSCHE INHOMOGENITATS- 
KORREKTION DER STATISTISCH BERECHNETEN 
KINETISCHEN ENERGIE 


Von 
P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 
(Eingegangen 14, IV. 1953) 


Es wird eine Untersuchung der statistischen Berechnungsweise der kinetischen Energie 
eines Elektronengases durchgefiihrt. Insbesondere wird gezeigt, dass man bei einer gleichzeitigen 
Beriicksichtigung des Fermischen kinetischen Energieanteiles und der Weizsickerschen Inhomo- 
genitatskorrektion der kinetischen Energie einen Fehler begeht. Fiir einen einfachen Spezial- 
fall wird dieser Fehler berechnet. Die vorliegende Arbeit bildet die Grundlage der nachsteheden 


Arbeit, in der das statistische Atommodell weiterentwickelt wird. 


§1. Einleitung 


Die zuerst von Weizsdcker! in Betracht gezogene Inhomogenitatskorrektion 
der Fermischen kinetischen Nullpunktsenergie von Teilchen mit halbzahligem 
Spin ist in der statistischen Theorie der Elektronenhiille des Atoms und des 
Atomkerns von wesentlicher Bedeutung.2 Wie aus einer Arbeit von Sokolov? 
hervorgeht, erweist sich jedoch die Weizsackersche Korrektion in der stati- 
stischen Theorie der Elektronenhiille des Atoms als zu gross and fihrt z. B. 
im Falle des Rb*-Ions zu einer um rund 20% zu hohen Energie. Dies 
ist auch der Grund, dass diese, meiner Ansicht nach wesentliche Korrektion 
in der statistichen Theorie der Elektronenhille des Atoms bisher nicht die Rolle 
einnehmen konnte, die ihr ihrer Wichtigkeit nach zukommen sollte. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist za zeigen, dass man darch die gleich- 
zeitige Beriicksichtigung der Fermischen kinetischen Nullpunktsenergie und der 
Weizsackerschen Korrektion die gesamte. kinetische Energie des Fermi-Gases 
iiberschatzt, also einen Fehler begeht, der gerade in der Richtung liegt, in welche 
auch der von Sokolov gefundene zu hohe Energiewert des Rb*-Ions deutet. In 
der nachstehenden Arbeit soll dann gezeigt werden, wie man diesen Fehler 
korrigieren kann, und wie sich auf Grund dieser Korrektion das statistische 
Atommodell weiterentwickeln lasst. 

Dass dieser Fehler in der statistischen Theorie des Atomkerns nicht zu 
Tage tritt, hatseinenGrund darin, dass die Wechselwirkungskrafie zwischen den 


Nukleonen zur Zeit noch nicht genau bekannt sind und man daher fiir den 


Atomkern die statistische Theorie nur mic Hilfe von mehr oder weniger will- 
kiirlichen halbempirischen Nukieonenkrafien entwickeln kann. Dadarch, dass 
man die in die zwischen den Nukleonen wirkenden Krafte eingehenden Para- 
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meter so wahlt, dass sich die theoretischen Resultate, z. B. die Kernenergien, 
an den empirischen Befund anpassen, wird natiirlich der weiter oben erwahnte 
Fehler verwischt. 

Beziiglich der Einteilung der vorliegenden Arbeit sei erwahnt, dass wir 
im § 2 einige allgemeine Betrachtungen iiber die statistisch berechnete kineti- 
sche Energie bringen. Im § 3 berechnen wir dann fiir einen sehr vereinfachten 
Fall auf Grund der Wellenmechanik den Fehler, der bei der gleichzeitigen 
Beriicksichtigung der Fermischen kinetischen Energie und der Weizsackerschen 
Korrektion entsteht. Im § 4 folgt der triviale Fall von fast ganzlich freien 
Elektronen, die sich im unendlichen Raum befinden. Den Abschluss bildet 


eine kurze Zusammenfassung. 


§ 2. Einfiihrende, allgemeine Betrachtungen 


Es wird allgemein angenommen, dass sich die kinetische Energie eines 
Fermigases aus der Fermischen kinetischen Nullpunktsenergie und der Weiz- 
sackerschen Inhomogenitatskorrektion additiv zusammensetzt. Wenn wir die 
Teilchendichte mit @ bezeichnen, so kann man bekanntlich die Fermische 
kinetische Energie pro Volumeneinheit folgendermassen darstellen 


Up = xr els, (1) 
wo xf die universelle Konstante 
3(3)\7/% h? 
cre |S) Sissi 2 
£ 40 ( >| m @) 


bedeutet ; h ist die Plancksche Konstante und m die Masse eines Teilchens. 
Die Fermische Energie ist im wesentlichen eine Folge des Pauli-Prinzips, 
nach welchem sich in einer Elementarzelle des Phasenraumes vom Volumen h* 
mit Beriicksichtigung der Spinentartung nur héchsténs 2 Teilchen (genauer 
die Bildpunkte von 2 Teilchen) befinden kénnen. Demzufolge kénnen sich nicht 
alle Teilchen im Quantenzustand (Phasenraumzelle) mit der tiefsten Energie 
aufhalten, sondern die Teilchen werden ausgehend vom tiefsten Energiezustand 
sukzessive die Zustande mit héherer Energie besetzen und zwar immer so, dass 
in einem Quantenzustand nur héchstens 2 Teilchen untergebracht werden. Dass 
im extremen Fail, von nur einem Teilchen in dem in Betracht gezogenen Volumen, 
ur nicht verschwindet, sondern endlich bleibt, ist eine Folge der Heisenberg- 
schen Unbestimmtheitsrelation, wonach dem Teilchen in dem in Betracht 
gezogenen endlichen Volumen eine endliche Impulsbreite zukommt. Es ist 


— 
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interessant, dass sich zeigen lasst,4 dass der Fermische kinetische Energieaus- 
druck auch in diesem extremen Fall zu keinesfalls unsinnigen Resultaten 
fiihrt, sondern eine Energie liefert, die von gleicher Gréssenordnung ist, wie die 
auf Grund der Wellenmechanik berechnete. 

Die Fermische kinetische Energie setzt sich also aus dem durch das Pauli- 
Prinzip, d. h. durch die Orthogonalitatsbedingung der Eigenfunktionen beding- 
ten kinetischen Energieanteil und aus dem durch die endliche Impulsbreite 
bedingten kinetischen Energieanteil fiir freie Teilchen zusammen. Der einfache- 
ren Ausdrucksweise halber wollen wir diesen letzteren Anteil kurz als kinetische 
Selbstenergie der Teilchen, bzw. in unserem Fall als kinetische Selbstenergie 
der freien Teilchen bezeichnen. Der durch das Pauli-Prinzip bedingte Anteil 


- yesultiert aus der Orthogonalisierung der Eigenfunktionen, d. h.daraas, dass man 


in eimem durch die Phasenraumzelle h? determivierten Quantenzustand nur 
héchstens 2 Teilchen unterbringen kann. Die kinetische Selbstenergie resultiert 


aus der Quantisierung, d. h. daraus, dass in der Quantenstatistik ein Quanten- 


zustand durch eine Phasenraumzelle von endlichem Volumen h?® representiert 
wird. 

Wir wollen nua die hier entwickelten Ausfihrungen in mathema:ische 
Form kleiden. Hierzu schreiben wir den Impu!s p eines hervorgehobenen Teilchens 
in der Form 


p=Ppot sp, (3) 


wo p den mittleren Impuls und Ap die Impulsbreite, d. h. die Unbestimmtheit 
des Impulses bezeichnet. 
Hiermit ergibt sich fiir die mittlere kinetische Energie des Teilchens 


Po AP 


2m 


me: pe, (Ab) s 


? i 
{>} oe ee 
: m e m 2m 8m 


2m e 


wo wir die Mittelwertbildung in iiblicher Weise durch den iber das ,ent- 
sprechende Symbol gezogenen Strich bezeichnen. Sowohl p als Ap setzt sich 
aus einem radialen und einem azimutalen Anteil zusammen, die wir bzw. mit 
p, und p; sowie mit Ap, und Ap, bezeichnen. Man hat 


p=pr+i > Ap = Ap, + Ap, - (5) 


Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in (4) folgt 


Ap,)? 7 (6) 


8m 


2 2 (Ah.\2 
= Pp, ae Pj ae. (Ap,) aust 
2m 8m 


2m 
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Hier entsprechen auf der rechten Seite die beiden ersten Glieder dem mittleren 
Impuls und die beiden letzten der endlichen Impulsbreite des Teilchens. Wir 
bezeichnen diese Glieder der Reihe nach mit ¢,, ¢;, Aé,, und Ae,, wo die 
Indices r und | auch hier den radialen, bzw. azimutalen Anteil bezeichnen sollen. 
Es ist dann 


Bie. gh 
ep + ep = ze gee (7) 


der aus dem mittleren Impulsbetrag, d. h. aus der Orthogonalisierung resul- 
tierende kinetische Energieanteil und 


Aer + Ae, = SObo 4 (Opy" (8) 
8m 


8m 


der aus der endlichen Impulsbreite resultierende kinetische Energieanteil, der 
mit dem im vorangehenden als kinetische Selbstenergie des Teilchens bezeichne- 
ten Energieanteil identisch ist. 

Fiir freie Teilchen ist keine Richtung ausgezeichnet, die Bildpunkte der 
Teilchen besetzen also im Impulsraum eine Kugel, woraus folgt, dass fiir freie 
Teilchen der radiale kinetische Energieanteil ¢, mit dem azimutalen Anteil ¢, 
und geradeso Ae, mit Ae, gleich ist. Fiir freie Teilchen bestehen also die Bezie- 
hungen 


Er = E| und Ag, => Aé}. : (9) 


Zur Erlauterung unserer Ausfiihrungen wollen wir mit den hier entwickel 
ten Vorstellungen eine ganz grobe Schatzung fiir die kinetische Energie des 
Elektrons im Wasserstoffatom im Grundzustand durchfiihren, wobei wir von der 
sehr groben Annahme ausgehen, dass sich das Elektronim Wasserstoffatom in 
einer Kugel um den Kern frei bewege, deren Radius etwa das Doppelte der 


oS 
mittleren Entfernung des Elektrons vom Kern r= 9 % betragt; r bezeichnet die 


Entfernung des Elektrons vom Kern, r deren Mittelwert and a, den ersten 
Bohrschen Wasserstoffradius. 

Da im Grundzustand des Wasserstoffatoms das Elektron keinen azimuta- 
len Impuls besitzt, ist pp=0 und Ap,;= 0. Weiterhin ist auch p,= 0,da jaim 
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Wasserstoffatom im Grundzustand der energetisch tiefste Quantenzustand, 
d.h. die energetisch tiefste Quantenzelle besetzt wird. Man hat also 


oe 
Sita (Apr)? : (10) 
8m 
wo 
Ape \Ap, | 
ist. 


Ap, kann man aus der Umbestimmtheitsrelation abschatzen. Mit unseren 
Annahmen ist die Unbestimmtheit des Ortes Ar = R= 2r = 3a, und 


’ die des radialen Impulses Ap,. Aus der Unbestimmtheitsrelation folgt also 


Ar: App=h , (11) 

h h 
Ap; = ——- = —— . 12 
= Ar 3a, (2) 


tf 
Nach Einsetzen in (10) ergibt sich 


2 2 1 if \2 a2 ‘ 
aed h cs Z oA ; (13) 
8n2m \3) ad ZEN dy) Go 
alsu ein Wert, der nicht nur die richtige Gréssenordnung hat, sondern durch die 
1 e& 
giinstige Wahl von Ar zufallig in unmittelbarer Nahe des exakten Wertes > = 
a 


liegt. 

i All dies gilt fiir den Fall ganzlich freier Teilchen, also fiir den Fall, dass das 
Potential in dem in Betracht gezogenen Raumteil koastant ist. Wenn das 
Potential nicht konstant ist, so hat man neben der Fermischen kinetischen 
Energie noch die Weizsackersche Korrektion in Rechnung zu stellen. Zu dieser 
gelangt man auf folgendem sehr anschaulichem Wege. 

Ohne dem Pauli-Prinzip, also im Falle der Bose Statistik, wiirden die Teil- 
chen im Gleichgewicht alle den méglichst tiefsten Quantenzustand besetzen. 
Wenn wir die als reell vorausgesetzte Eigenfunktion® dieses Zustandes mit yp und 
die Anzahl der Teilchen pro Volumeneinheit mit z bezeichnen, so ergibt sich fir 
die Teilchendichte und die wellenmechanische kinetische Energie der Teilchen 
pro Volumeneinheit 


o=— 2p", (14) 


(grad p)?. (15) 


Uy = 2 
7 m 


me 
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Wenn wir y aus (15) mit Hilfe von (14) eliminieren, so folgt 


do)2 
erage de : (16) 
0 
mit 
h2 
‘a 17 
‘‘ 320? m us 


Den Ausdruck (16) pflegt man als Weizsaickersche Korrektion der kinetischen 
Energie zu bezeichnen. 

uy ist nichts anderes als die kinetische Selbstenergie der Teilchen, aber 
nicht die der freien Teilchen, sondern von Teilchen, die sich alle in einem Zustand 
mit der Eigenfunktion py befinden. Wenn man annimmt, dass in dem in Betracht 
gezogenen Raumteil ein relativ schwaches Feld herrscht, so wird sich p von der 
entsprechenden Eigenfunktion eines Teilchens in einem kraftefreien Raumteil 
nur wenig unterscheiden. Dementsprechend wird auch der Unterschied zwischen _ 
u, und der in up enthaltenen kinetischen Selbstenergie der Teilchen klein sein. 
Es sei bemerkt, dass u, naturgemass immer grosser ist als die in up enthaltene 
kinetische Selbstenergie der freien Teilchen. 

Die Herleitung von (16) geschah ohne Beriicksichtigung des Pauli-Verbotes, | 
denn es wurde angenommen, dass sich alle Teilchen im tiefsten Energiezustand | 
mit der Eigenfunktion p befinden. Dem Pauli-Prinzip pflegt man nachtraglich 
in der Weise Rechnung zu tragen, dass man zu u, noch die Fermische kinetische 
Energie up hinzunimmt, also als gesamte kinetische Energiedichte den Aus- 
druck 


(grad @)? r aa) 
Q 


Uy = Up + Uy = 47 OF + xy 


betrachtet und annimmt, dass gradg vom Quantenzustand (Impulsvektor) 
unabhangig ist. 

Wie aus dem weiter oben Gesagten unmittelbar hervorgeht, begeht man 
bei der gleichzeitigen Beriicksichtigung von ur und uy im Ausdruck der kine- 
tischen Gesamtenergiedichte (17) einen Fehler, denn die in uy enthaltene kine- 
tische Selbstenergie der Teilchen ist auch in u, enthalten. Zur Korrektion dieses: 
Fehlers hat man also diese kinetische Selbstenergie der Teilchen in Abzug zw 
bringen. 

Wenn es sich um ein kugelsymmetrisches Problem handelt, wie z. B. beim 
statistischen Atom oder Atomkern, so versteht man unter gradg immer die 
radiale Komponente des Gradienten von g, d. h. 0@/8r. In diesem Fall zablt 
man natiirlich im Ausdruck (18) nicht die gesamte kinetische Selbstenergie 
der Teilchen doppelt, sondern nur den radialen Anteil dieser Energie. Dement: 
sprechend hat man in diesem Fall zur Korrektion des besagten Fehlers nich 
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die gesamte kinetische Selbstenergie der freien Teilchen, sondern nur deren 
radialen Anteil, also nach der zweiten Gleichung (9) die Halfte der gesamten 
kinetischen Selbstenergie der freien Teilchen in Abzug zu bringen. 


§ 3. Berechnung der kinetischen Energie fiir einen 
vereinfachten Fall 


Wir wollen nun die im vorangehenden Paragraphen gemachten qualitati- 
ven Feststellungen fiir einen sehr vereinfachten Fall auf analytischem Wege 
genauer weiter verfolgen und zwar befassen wir uns im Folgenden mit dem 
_ Elektronengas eines Atoms in einer Kugelschale von geringer Breite. 

Wir gehen von der Schrédingerschen Gleichung eines Atomelektrons in 
einem Quantenzustand mit der Nebenquantenzahl / aus, die folgendermassen 
lautet 


1, [@f  t+)) Sore 
eee a tet % (19) 


wo f das r-fache der radialen Eigenfunktion +, V das Potential im Atom, ¢ den 
Energieparameter, e die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen 
Wasserstoffradius bezeichnet. Wir unterteilen nun die Elektronenhiille des 
Atoms mit Kugelflachen, deren Zentren in den Kern fallen, in Kugelschalen von 
der Dicke s. Wir wahlen s so klein, dass in einer Kugelschale V und 1/r? praktisch 
als konstant betrachtet werden kénnen. 

Wir wollen fiir ein Elektron in einer dieser Kugelschalen die Lésungen der 
Gleichung (19) bestimmen, wobei die Randbedingung besteht, dass f an den 
beiden Berandungsflachen der Kugelschale verschwinden muss. Man iiberzeugt 
sich sofort, dass die Lésungen dieser Gleichung, die diesen Randbedingungen 
geniigen die folgenden sind 


fa = Csin pe oe en ene (20) 
s 


wo C die Normierungskonstante, r; den Radius der inneren Kugelflache der 
Kugelschale und A eine ganze Zahl bezeichnet. Fiir die entsprechenden radialen 
Eigenfunktionen erhalt man 


oy = 2 sin da =e (21) 
r r s 
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Die entsprechenden Energieeigenwerte sind 


2 72 ; 
=| | Ve : (22) 


s? r 


wo fiir V und 1/r? die mittleren Werte dieser Gréssen in der betreffenden Kugel- 
schale zu setzen sind. Es ist also — Ve die mittlere potentielle Energie und der 
restliche Teil auf der rechten Seite die mittlere kinetische Energie des Elektrons 
in der Kugelschale im Quantenzustand (A, I). 

Wir berechnen zunachst den Normierungsfaktor der Eigenfunktionen. 
Wir fiihren die Bezeichnung 


*. (r—rj) =x (23) : 


y | 


ein, mit der man y, in folgender Form schreiben kann : 


y= - C sin Ax. (24) 


Der Normierungsfaktor C lasst sich aus der Normierungsbedingung 


rj+s nm ' 
J yp; dv = 4xC? [ome An Be (r —rj) dr = 4nC? & {sin Axdx =1 (25) 
s a 
0 


2 vj 


bestimmen, wo dv das Volumenelement und 2 das Volumen der in Betracht)| 
gezogenen Kugelschale bezeichnet. Mit Riicksicht darauf, dass 


i gener = = (26) 


ist, folgt 


c=( E ae (27° 


4s 


Der Normierungsfaktor erweist sich also von A als unabhangig. 
Falls in der Kugelschale ein elektrisches Feld herrscht, so kénnen wi 
dieses dadurch beriicksichtigen, dass wir C als ortsabhangig voraussetzen. Wi 


UBER DIE WEIZSACKERSCHE INHOMOGENITATSKORREKTION DER STATISTISCH BERECHNETEN 113 
KINETISOHEN ENERGIE > 


kénnen dann den radialen Anteil der kinetischen Energie, Ny des Elektrons 
im Zustand (A, 1) aus der folgenden Formel berechnen 


rites 
{ (ered, pa)? dv 4c | (era, fa)? dr 


Q = 
1 2 ey = — ay : = 


2g 2 Fics 
fv e Are frie 
Q 


| (grad, fy)? ede 
s 


= — ea, © — (28) 
ji ii 3 dx 
1 
0 
Nach Einsetzen des Ausdruckes 
grad, f7, = (grad,C) sin Ax + CA cos Ax (29) 
erhalt man 
— 1 ate ia x 
nNA= 2 0 3 
| [(grad,.C)? sin? Ax + 2C A (grad, C) sin Ax cos Ax + C2 A2 cos? Ax] dx 
“%- - (30) 


Je sin? Ax dx 
0 


Mit der Voraussetzung, dass C in der Kugelschale eine vom Elektronenzustand 
unabhangige langsam veranderliche Funktion und grad, C praktisch konstant 
ist, wird das Integral iiber das mittlere Glied im Zahler sehr klein und kann 
gleich Null gesetzt werden, weiterhin kann man im ersten Glied im Zahler — 
grad,C und im letzten Glied im Zahler, sowie im Nenner C durch entsprechend 
gewahlte Mittelwerte (grad,C)), bzw. Cy ersetzen und vor die Integralzeichen 
setzen. Man findet so 


1 aa (grad. C)o, 1 
mas en, | +- C2 . (3 ) 


A Acta Physica III/2 
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Im Falle einer ortsveranderlichen Amplitude andert sich also der Energieaus- 
druck (22) in der Weise, dass man statt A? den Ausdruck A? + (grad,C)5 Zu 
setzen hat. 

Das Glied (grad,C);/C; stellt die sogenannte Weizsickersche Inhomogeni- 
tatskorrektion dar. Der Weiteren halber ist es wesentlich dieses Korrektions- 
glied durch die mittlere Elektronendichte auszudriicken. Dies wurde in den 
bisherigen Arbeiten® durch die Forderung erreicht, dass der Gradient der 
mittleren Elektronendichte 9, d. h. grad @ mit der Summe der iiber das in 
Betracht gezogene Volumen hinweggemittelten Dichtegradienten der einzelnen 
Elektronen iibereinstimme, also dass 


ore | grad, (pa)? dv 
Pare = grad, @ (32) 
2 A=1 fv dv 

Q 


sei, wo n die Anzahl der verschiedenen vollbesetzten Zustande und yu die Multipli- 
zitat eines Zustandes bezeichnet. Q ist das Volumen der Kugelschale. Ganz 
abnlich wie bei der weiter oben durchgefiihrten Berechnung von %, lasst sich 
sehr leicht zeigen, dass aus dieser Gleichung mit Riicksicht auf die Definitions- 
gleichung der mittleren Dichte 

z 

ee } (33) 


und mit der Voraussetzung, dass (grad C))/C, konstant, d. h. vom Quantenzustand 
unabhangig ist, der Zusammenhang 
(gradC), _ 1 grade 
Cy 2 Q 


(34) 


folgt, wo 
2=pn . (35) 


die Anzahl der Elektronen in dem in Betracht gezogenen Volumen bedeutet. 
Diesen aus (32) gewonnenen Zusammenhang kann man jedoch, meiner 

Ansicht nach, nicht ohne weiteres akzeptieren-und zwar aus folgendem Grunde. 

Gleichung (32) wird im allgemeinen als eine Folge der Grundgleichung 


= 2 
fell LOR oy - (36) 


a3 
4=1 fuk dv 
Q 
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setrachtet,’ die besagt, dass die wellenmechanische Elektronendichte mit der 
btatistischen mittleren Elektronendichte tibereinstimmen muss. Diese Gleichung 
bildet die Briicke zwischen der wellenmechanischen und der statistischen 
Behandlungsweise, 

Gleichung (32) entsteht aus (36) in der Weise, dass man bei (36) auf beiden 
Seiten den Gradienten bildet und die linke Seite — und zwar nur die linke — iiber 
das in Betracht gezogene Volumen hinwegmittelt. Hierdurch begeht man einen 
Fehler, denn auf der linken Seite heben sich durch die Mittelbildung die von dem 
periodischen Anteil (d. h. vom Faktor sin?Ax) der Teildichten Wh herriihrenden 
Gradienten gerade weg. Die periodische Funktion sin? Ax hat namlich im Inter- 
vall 0—a A Maxima, deren ansteigende und abfallende Aste symmetrisch 
verlaufen, fiir die sich also bei der Mittelbildung die Gradienten wegheben. 
Hieraus ergibt sich Gleichung (34), nach welcher zu grad @ nur der Gradient 
der Amplitude C einen Beitrag liefert. 

Zur Vermeidung dieses Fehlers muss man nicht die Gradienten, sondern — 
unter Beibehaltung der Grundgleichung (36) — die Quadrate der Gradien:en in 
Beziehung setzen und die Mittelung iiber das Gradientenquadrat durchfiihren. 
Hierzu gehen wir folgendermassen vor. Wir gehen von der Gleichung 


Lt 2 
Yr 
— 2 — ae Eh, 
Geet w> : (37) 
A= 


aus, durch welche wir die Eigenfunktion y eines mittleren Zustandes definieren. 
Mit Hilfe von y = (o/z)"* kénnen wir nun (grad C),/C, durch folgende Gleichung 


2 
= | (ered yp)? dv = 1 (grado)? : (38) 
ee 4, 0 
ad o)2 
J (grad p)? dv = & saree gly (39) 
4 Q 
92 


_ bestimmen wo man die Integration auf der linken Seite auf das in Betracht gezo- 
gene Volumen 2 (Volumen der Kugelschale) zu erstrecken hat und fiir z/Q wieder 

_ die mittlere Elektronendichte g gesetzt wurde. Wir bilden also jetzt den Mittel- 
wert eines Gradientenquadraten und nicht, wie friher, den eines Gradienten. 
Dass die Gleichung (32) und der aus dieser folgende Zusammenhang (34) 
unrichtig ist und weiterhin, dass der aus Gleichung (39) folgende Zusammen- 
hang zum richtigen Resultat fiihrt, wollen wir zunachst fiir den Fall zeigen, dass 
nur der tiefste Energiezustand A = 1 besetzt ist. Wir haben dann n = 1 und 


4* 


i 
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z=. Der radiale Anteil der kinetischen Energie aller z Elektronen, 7, wird 
nach (31) in diesem Fall 


En pee?! a (grad, Cc) 
Soe se ete ihe (40) 


Wir haben nun den Inhomogenitatsanteil (grad,C),/C, zu berechnen. 
Wir fiihren die Berechnung zunachst mit der unrichtigen Gleichung (32) 
durch. Mit Riicksicht darauf, dass 


fir=Cemx (41) 


und weiterhin A = ] und n = 1 ist, ergibt sich aus (32) 


7% 


fl [grad, (C? sin? x)] > dx 
Py, wt 


z 0 


= gradxo , (42) 


fl C? (sin? x) + dx 
: Sa 
0 
[lec (grad, C) sin? x + C?2 sin xcos x] dx 
0 


0 = grad, 0. (43) 


(@ sin? x dx 


0 


Wenn man C und grad,C wieder durch die schon friher eingefiihrten konstan- 
ten Mittelwerte ersetzt, so folgt 


(grad, C), 1 grad, 0 


— 3 44 
pee (44) 
Mit diesem Zusammenhang ergibt sich das falsche Resultat 
1 2 1 2 d,o)2 
1] = — ea ees cay ee \grads8) a , (45) 
2 s? 8 s oe 


das man mit Riicksicht auf die Zusammenhange z = 92 und grad, = pa grad, 
ba 


auch folgendermassen schreiben kann 


1 2 1 ,o)? 
=| Fea Set ety ane (46) 
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Dieses Resultat ist unrichtig,denn die in diesem Fall durch das erste Glied in der 
eckigen Klammer representierte kinetische Selbstenergie des Elektrons ist auch 
im zweiten enthalten, wird also doppelt gezahlt. Im richtigen Ausdruck fir 7 
sollte das erste Glied in der eckigen Klammer verschwinden. 
Dies ist der Fall, wenn man (grad C),/C, nicht aus (32) sondern aus (39) 
berechnet. Aus dieser Gleichung folgt 


rad, C)? sin? x + 2 Cy (gradx C), sin x cos x + C3 cos? x] dx 
JUS st 0 Su 


0 


7 
{@ sin? x dx 
0 


2 
= 29 (grad, @) (47) 
4 e" 
und hieraus 


1 (grad; 9)? 
C3 4 o? 


(48) 


Dieser Zusammenhang unterscheidet sich von (44) dadurch, dass hier auf der 
rechten Seite neben (grad,C))/C, noch 1 steht. Mit diesem Zusammenhang 
folgt aus (40) 


2 2 
m (grad, @) By (49) 


Waar 
n ena ot 


= : 
oder mit Riicksicht auf die Zusammenhange z= ef! und grad, = ees grad, 


2 
aka (50) 


ae 


Dies ist der richtige Ausdruck fiir den radialen Anteil der kinetischen Energie 
der Elektronen im tiefsten Zustand. Fir den tiefsten Zustand wird namlich 
— wie wir dies im § 2 schon ausfiihrlich auseinandergesetzt haben — der radiale 
Anceil der kinetischen Energie ausschliesslich durch die Weizsickersche Korrek- 
tion dargestellt. 

Wir wollen nun die Gleichung (39), die wir jetzt auf den Fall angewendet 
haben, dass nur der tiefste Zustand besetzt ist, auf den allgemeinen Fall anwen- 
den, in dem eine beliebige Anzahl n von Zustinden besetzt ist. Hierzu haben wir 


y 
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zunachst die linke Seite von (39) zu berechnen, miissen also zunachs. p bestim- 
men. Fiir py ergibt sich aus (37) 


1/2 1/2 


Loe a oe | Ligaties Jaw ‘ (51) 


Wir zeigen zunichst, dass die Nenner {px dv in den einzelnen Gliedern der 
Summe von A unabhangig sind. Es ist * 


Ts 
[vi dv = 4n( Cts sin? A — =i — ri) dr = 4x sf sintAxdx . (52) 
Q ais 
Wenn man wieder annimmt, dass C eine in Q vom Zustand unabhangige lang- 


sam veranderliche Funktion ist, die man in diesem Intervall durch den Mittel- 
wert C, ersetzen kann, so folgt 


|v dv = C24x sf Ax dx = as id (53) 
Q 


Mit Riicksicht hierauf ergibt sich fir p - 
Wash e 1" ae re 
2 
= C* sin? Ax : 54 
i“ lea C, ee ee 


Wenn wir statt y die Funktion f = rp einfiihren und die Summation ausfihren, 


so folgt 
f=ry=( 2 ii ace ain 1 sin (2n + alae (55) 
0 : 


Ans 4n 4n sin x 


Wir befassen uns zunachst mit dem Faktor 


g(x) = (56) 


~2n+1 _ 1 sin(2n+1)x« 1/2 
| 4n 4n sin x" ; 
Man sieht sofort, dass g(0) = 0 und g(m) = 0 ist, d. h. dass f an den beiden Be- 


randungsflachen der Kugelschale verschwindet. Der Verlauf von g(x) ist fiir dea 
Fall n = 10 in Fig. 1 dargestellt. Fir den Fall, dass C ortsunabhangig ist, ware 


+4 
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f ma g proportional, im Falle einer ortsabhangigen Amplitude besteht aber diese 
Proportionalitat nicht. 

Der Anteil g der Wellenfunktion f besteht aus einem Wellenzug in der 
2n+1)" 
Hohe g, = ( ae } ‘und einem steil ansteigenden Ast bei x = 0, sowie einem 

n 

gu diesem symmetrischen steil abfallendem Ast bei «=z. Bei der Berechnung von 
grad p ziehen wir den Wellenzug und die beiden Aste gesondert in Betracht. 
Hlierzu wollen wir zunachst die Ausdricke feststellen, durch welche wir den 
Wellenzug und die beiden steilen Aste von g méglichst einfach darstellen kénnen. 


40 5 - = = 


0.8 


0 I+ Nz : IT 


i 
Fig. 1. 
Verlauf der Funktion g(x) fir n = 10 
Zunachst ist unmittelbar zu sehen, dass man g fiir grosse n in folgender 
Form schreiben kann 
1 1 sin 2nx)\ 1/2 


s=( = (57) 


2 4n sinx | 


Fir den Wellenzug kénnen wir im zweiten Glied in der Klammer im 
Nenner im Falle grosser n fiir die im Verhaltnis zum Zahler langsam verander- 
liche Funktion sin xim Intervall 0 = x =z, deren Mittelwert 1/2 setzen. Man hat 
dann fiir den Wellenzug mit Riicksicht darauf, dass n voraussetzungsgemass 
gross ist, 


1/2 1 \ 
= i. as oe: sin 2nx) => (1 — BL sin 2nx} . (58) 


2 2n 21/2 2n 


Den ansteigenden Ast von g kann man dureh die durch den Koordinaten- 
ursprung und den Punkt A hindurchgehende Gerade und zwar durch das Gerade- 
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stick OA approximieren. Die Koordinaten des Punktes 4 sind x4 = m/(2n) | 
und g4 & 1/2"?, Der Anstieg dieser Gerade betragt also 


1 
barged > an. (59) 


XA 212 or 


Wir kénnen also den ansteigenden steilen Ast durch folgenden einfachen Aus- | 
druck approximieren 


gs = —— — x. (60) 


Fir den abfallenden Ast zwischen dem Punkt B und dem Punkt D gilt bei L 
Zugrundelegung derselben Naherung der Naherungsausdruck 


=e (x— 2). (61) 


Die Naherungsfunktion g,, gilt im Intervall A’B’, die N aherungsfunktionen 
gs und gq gelten in den Intervallen 0A’, bzw. B’D. 
; Unser Ziel ist die Berechnung der linken Seite von (39). Hierzu berechnen 
wir zunachst grad y. Mit Riicksicht darauf, dass definitionsgemiss 


Za NEEL EP ail 
ae Sera ; 62 
id Fe ) On aie F c 


ist, findet man fir den Gradienten des Wellenzuges, also im intervall 4’ B’ 
mit Hilfe von (58) den Naherungsausdruck 


1/2 
grads y= ( 2) Tail 


Ants Cy, 2 


| (eraas oV(1 — x sin ens —Ccos ana (63) 
1 

Wir wollen nun mit Hilfe dieses Ausdruckes die linke Seite von (39) berechnen. 

Mit Riicksicht darauf, dass man fiir grosse n — auf die wir uns hier beschran- 

ken — die Integration statt auf das Intervall 4’B’ auf das ganze Intervall OD 

ausdehnen kénnen, erhalt man mit Hilfe der Beziehungen dv = 4a r2dr 


und ca dx 
1 
n 


J (eraas Py)? dv = Et: al (grad, C)? [ eee sin 2nx)— 
; Co a a 
AB 0 


nm 


— 2C (grad, C) ( — = sin ans cos 2nx + C? cos? 2nx | dx. (64) 


| a 
| 
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Wenn wir in diesem Integral C und grad,C wieder durch ihre konstanten Mitiel- 
werte C,, bzw. (grad,C), ersetzen und beriicksichtigen, dass n gross ist, so ergibt 
sich 
d,.C)2 1 
j (gradx py)? dv = es =o eae (65) 
Co 2 
A'B’ 
Tm Intervall OA’ erhalt man fiir den Gradienten des steil ansteigénden 
Astes von p mit Hilfe von (60) den Naherungsausdruck 


| 


eaNaay ey eo 2n 
ii rad = rad, C Gales 66 
| gmdey. = (2) Garg len Oa + (66) 


| mit dem sich fir das Intervall 0A’ der folgende Integralanteil ergibt 


{ n/2n 

© [(eradey.)*ae = ale.  lerade O98 * + 26s (grads Cox + C$] dx = 

| ‘ 5. 0 Tv Tw 

OA (67) 
1 (grad, C)é f 1 (gradxC) oe 2n 
6n Ce 1 CG m2 


Fir den steil abfallenden Ast im Intervall B’D erhalt man fiir das Integral 
_ yon (grad,wa)* den folgenden Wert 


1 (grad, C)§ 1 (gradxC) 2n 
| d, pa)? dv = - = . 68 
i J ea OU eae SIRE ree Cae 08) 


BD 


Das gesamte Integral auf der linken Seite von (39) ergibt sich durch Sum- 
mation der Integralanteile (65), (67) und (68). In der Summe heben sich die zu 
(grad,C),/C, proportionalen Glieder weg, weiterhin kann man die beiden Glieder 
gy (grad. C)g “ (grad, C)j 
ec neben CG 
sicht hieravf erhalt man fiir das au 


von (grad,y)? 


fiir grosse n vernachlassigen. Mit Rick- 


f das gesamte Volumen 2 erstreckte Integral 


rad, C)? 1 4n 
| (rads)? dv = (6 C Jo ae ; ate oe (69) 


Q 


= Nach Einsetzen dieses Ausdruckes in (39) folgt 


é 


¥ 


(grads C)o tu 1 a 4 pigs 
Co DA ig 


2 
1 (gradx e) 3 (70) 
4 (on 
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Wenn man beriicksichtigt, dass grad, = 2 grad, ist, so kann man (70) in folgen- 
ce ; 
der Form schreiben 


(grad,C)3 1 s? (grad-e)? 1 4 
C3 4 o% 2 at 


n. (71), 


Mit Riicksicht auf diesen Zusammenhang erhalt man mit (31) fiir den 
radialen Anteil der kinetischen Energie der Elektronen in der Kugelschale 


: 1 0 : 1 4 
= > = i peo > earn © 
ipa e Nr ae 2 iv [- 5 =e 
A=1 A=1 


(grad, @)? 
' Big 
o 


1 
+ —eéa 
8 
Die Summe auf der rechten Seite kann man mit Hilfe der Beziehang 


Dea saet 1) (2n + 1) (73), 


sofort berechnen. Es ergibt sich 


1 


n= ; e? dy - be li n(n +1) Qn+1)—-n at | + 


: 
=e F e* ag oe zs (74 


woraus mit Riicksicht auf die Beziehung z = yn fiir 1 der Ausdruck 


1 gw? [ 1 1 Cg 
2 fe eee 
ee oat = praia eu 7 5 an [et 


= i e? ay (grads gy: z (75: 
8 oe 

folgt. 

Far n=1 sollce die eckige Klammer im ersten Glied auf der rechtei 

Seite verschwinden, was zufolge dessen, dass die Formel (75) fiir grosse n herge 

leitet wurde, nicht der Fall ist. Der Ausdruck in der eckigen Klammer hat fit 


UBER DIE WEIZSACKERSCHE INHQMOGENITATSKORREKTION DER STATISTISCH BURECHNETEN 123 
KINETISCHEN ENERGIE 


n = 1 rund den Wert 1/10; das Korrektionsglied gibt also auch noch fiir n = 1 
einen sehr gut brauchbaren Wert, denn es hebt in diesem Fall 9/10 des unkorri- 


1 
gierten Gliedes 6 (n + 1) (2n + 1) weg. Wirkdanen unser Resultat fir n = 1 


dem tacsachiichen Sachverhalt noch besser anpassen, wenn wir im letzten Glied in 
der eckigen Klammer statt 4/2 die etwas gréssere Zahl 1 /2 schreiben, was fur 
grosse n unwesentlich ist und was dadurch unterstiitzt werden kann, dass es 
— wie man aus der Fig. 1 sieht — gerechtfertigt ist, fiir die aus den steil anstei- 
genden und abfallenden Asten von y resultierenden Anteile der kinetischen 
Energie die Integration, statt auf die Intervalle 0 A’, bzw. B’D, auf etwas gréssere 
Tntervalle auszudehnen. Man erhalt so ¢ 


2 2 
" ee Epa 1) (2n —2)z + : e? ay (grad; @) ze (76) 
s? 6 8 (a 


2 


Das erste Glied in der eckigen Klammer im Ausdruck (75) wird also durch 
die Korrektion im Verhiltnis 


Yoo (77) 


verkleinert. Die Verkleinerung des radialen Anteiles der kinetischen Energie 
ist also fiir kleine n beirachtlich. Es ist fir 


ee) Re Ob Me OMT Pes er 
y= 0, 2/5, 4/7, 6/9, S/T creek 


Der Korrektionsfaktor wachst also mit wachsendem n vom Wert 0 an und 
erreicht fiir sehr grosse n-Werte den Wert 1. 


§4. Der Fall fast génzlich freier Elektronen im unendlichen Raum 


All’ das im Vorangehenden Hergeleitete bezieht sich auf einElektronengas, 
das in ein Volumen eingeschlossen ist, dessen Berandungsflachen fiir Elektronen 
undurchlassig sind. Wenn das Volumen Qsehr gross ist und man die Elektronen- 
eigenfunktionen als ebene Wellen mit einer vom Ort nur wenig abhangigen 
Amplitude darstellen kann, so tritt die im Vorangehenden hergeleitete Korrek- 
tion nicht auf. Es ist namlich dann 


Set), (78) 


"wo t den Ortsvektor, £ den Ausbreitungsvektor und C die Amplitude bezeichnet 
% 


b 


; 
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Mit diesen Eigenfunktionen folgt jetzt aus (36)® 


Se =09, (79) 


AZ=1 |e dv 
Q 
pia liiub, si (80) 
\@ dv 
Q 


Hieraus ergibt sich mit (32) und (39) dasselbe Resultat. 
Aus (32) erhalt man 


fec grad C dv 
Q 


wm 


‘ — grado. (81). 
2 fed ees 


Wenn man hier in den Integralen fiir C, bzw. grad C wieder die schon frither 
benuizten Mittelwerte einfiihrt, so folgt 


Cy 2 Q 


(gradC), 1 grade (82) 


was mit (34) ibereinstimmt. 
Wenn wir untersuchen wollen, was fir eine Beziehung sich jetzt aas (39) 
ergibt, so hat man zunachst p aus (37) zu berechnen, woraus man mit Hilf! 


von (80) 


E (83 


eer 


erhalt. Mit diesem yp folgt aus (39) 


| (grad C)? dv 

( 1 de)? 

Q _ 1 (grade)? | (8 
[ce dv - e° 
Q 


Mit derselben Naherung wie im § 3 erhalt man hieraus 


oe (6 


(grad C), 
Cy 


ee 
2 


was mit (82) ibereinstimmt. 
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Die Gleichungen (32) und (39) fiihren also in diesem Fall tatsachlich zum 
selben Resultat und man erhilt 


1 1 (grad, 0)? 
a 2 2 2 
tlie a a merekai ; PF 
i 


@ (86) 


In diesem Fall, und zwar nar in diesem, setzt sich die kinetische Energie aus den 
beiden Energieanteilen ohne jede Korrektion additiv zusammen. 


§ 5. Zusammenfassung 


Zasammenfassend kénnen wir also feststellen, dass aus den hier durchge- 
fiihrten Betrachtungen hervorgeht, dass man bei der Berechnung der kineti- 
schen Energie eines Fermigases, abgesehen von dem im § 4 behandelten Fall, 

bei gleichzeitiger Beriicksichtigung des Fermischen und des Weizsickerschen 
kinetischen Energieanteils einen Fehler begeht, da man die kinetische Selbt- 
energie der freien Teilchen doppelt zahlt. Die vorliegende Arbeit bildet die 
-Grundlage der nachstehenden Arbeit, in der der besagte Fehler durch einen 
_ einfachen analytischen Ausdruck dargesiellt wird. Mit Hilfe dieses Ausdruckes 
| kann man den Weizsackerschen Energieanteil in die statistische Theorie des 
Atoms einbauen. 


LITERATURANGABEN UND HINWEISE 


1 1. C. F. v. Weizsdcker, ZS. f. Phys. 96, 431, 1935. 
1 2. Man vel. z. B. P. Gombds, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendun- 
gen, Springer, Wien, 1949. 

3. N. Sokolov, Journ. exp. theoret. Phys. 8, 365, 1938. 
| 4, H. Hellmann, Acta Physicochimica U.R.S.S. 1, 913, 1935. 

5. Dass man y tatsichlich als reell voraussetzen kann, folgt aus den Ausfiihrungen des 
|| nachsten Paragraphen. 

6. Beziiglich der Literaturangaben vel. man P. Gombds, Die statistische Theorie des 
Atoms und ihre Anwendungen, Springer, Wien, 1949. 

1, Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die energetisch tiefsten p,, Py, ---, Ya 
Zustiinde durch die in der Kugelschale befindlichen Elektronen gerade voll besetzt werden. 
Bei einer geniigend grossen Elektronenzahl ist diese Einschrankung belanglos. ; 

8. Man hat hierbei darauf zu achten, dass die Eigenfunktionen jetzt komplex sind und 
man dementsprechend die im § 3 benutzten Formeln abindern muss. So hat man z. B. in (36) 
und in (32) statt p} iiberall |p,|? zu schreiben und in (39) statt (grad »)? den Ausdruck |grad |? 
zu setzen, 
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UBER EINE KINETISCHE ENERGIEKORREKTION 
DES STATISTISCHEN ATOMMODELLS 


Von 


P. GOMBAS 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 


(Eingegangen 24, TV. 1953) 


Kine an der statistisch berechneten kinetischen Energie des Atoms angebrachte Korrek- 
tion erméglicht den Einbau des Weizsiickerschen Inhomogenitatsanteils der kinetischen Energie 
in die statistische Theorie des Atoms und eine Erweiterung des statistischen Atommodells. Das 

_zur Bestimmung der Elektronen-, bzw. Potentialverteilung im erweiterten Modell dienende 
Variationsprinzip und eine mit diesem Aquivalente Integrodifferentialgleichung wird hergeleitet. 
Die Energie des Atoms wird aus dem Variationsprinzip mit dem Ritzschen Verfahren in erster 
Naherung berechnet. Durch einige, hauptsachlich fiir kleine Elektronenzahlen wichtige Korrek- 
tionen lassen sich die Berechnungen auch auf die leichtesten Atome ausdehnen. Die Energie 
der Atome ist von den leichtesten Atomen an bis zu den schwersten in ausgezeichneter Uber- 
‘einstimmung mit den empirischen, halbempirischen Slaterschen und wellenmechanischen Ener- 
giewerten ; die maximale Abweichung ist kleiner als 3%, wahrend sich bei den bisherigen 
Statistischen Modellen Abweichungen bis zu 50% ergeben. Fiir die Elektronendichte erhalt 
man folgende Resultate. Erstens wird die Dichte am Ort des Kernes, im Gegensatz zu den bishe- 
rigen statistischen Modellen, nicht unendlich und zweitens zeigt die Dichte in grosser Entfernung 
vom Kern mit wachsender Entfernung einen exponentiellen Abfall. Beide Resultate stehen in 
bester Ubereinstimmung mit den wellenmechanischen Ergebnissen und bedeuten eine wesent- 
liche Verbesserung des statistischen Dichteverlaufes in unmittelbarer Kernnihe und in grosser 
Entfernung vom Kern. 


§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 


Bekanntlich fiihrt die Weizsackersche Inhomogenitatskorrektion der 
Kinetischen Energie des statistischen Atoms zu einer sehr konsequenten Weiter- 
_entwicklung der statistischen Theorie des Atoms.1 Mit dieser Korrektion ergibt 
sich fiir die Elektronendichte ein Verlauf, der in unmittelbarer Umgebung 
des Kernes, sowie in grosser Entfernung vom Kern den wellenmechanischen 
bedeutend besser-approximiert als die ohne der Weizsaickerschen Korrektion 
berechneten Dichtefunktionen. Hinsichtlich der Energie des statistischen Atoms 
| erfiillte jedoch diese Korrektion nicht die Erwartung, denn die mit dieser Korrek- 
‘tion berechnete Energie der Atome erweist sich als bedeutend zu hoch; so 
-erhalt man z. B. fiir das Rb*-Ion nach Sokolov? eine um 20% zu hohe Energie. 
| Die in der urspriinglichen, nicht korrigierten Thomas-Fermischen Theorie zu 
tiefe Energie der Atome wird also durch die Weizsickersche Korrektion tiber- 
kompensiert. Dies ist auch der Grund dafir, dass diese meiner Ansicht nach 
| sehr wesentliche Korrektion in der statistischen Theorie der Elektronenhiille 
| des Atoms nicht den Platz einnehmen konnte, der ihr ihrer Wichtigkeit nach 
| zukommen sollte. 


i 
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In einer vorangehenden Arbeit des Verfassers? wurde die statistische 
gsweise der kinetischen Energie eines Elektronengases ausfihrlich 
diskutiert und gezeigt, dass man einen Fehler begeht, wenn man zur Fermischen 
kinetischen Energie des Elektronengases den. Weizsackerschen. Inhomogenitats- 
anteil einfach hinzuaddiert. Als Resultat der dort durchgefiihrten Betrach- 
dass man diesen Fehler korrigieren kann, wenn man die 


d. h. die aus der endlichen Impuls- 


Berechnun, 


tungen ergab sich, 
kinetische Selbstenergie der freien Elektronen, 
breite der freien Elektronen resultierende Energie in Abzug bringt. 


Diese mehr qualitativen Feststellungen von I wollen wir in der vorliegen- 
den Arbeit quantitativ formulieren. Es zeigt sich, dass man die kinetische 
Selbstenergie der Elektronen durch eine einfache Formel darstellen und somit 
den besagten Fehler einfach korrigieren kann. Man gelangt so zu einem erweiter- 
ten statistischen Atommodell, fiir das einerseits der Verlauf der Elektronendichte 
die eingangs erwahnten Vorziige aufweist und das anderseits fiir die Energie 
der Atome sehr befriedigende Werte liefert. Die Elektronendichte bleibt im 
erweiterten Modell am Ort des Kernes endlich und fallt in grosser Entfernunt 
vom Kern mit wachsender Entfernung exponentiell ab. Dies ist in bester Uber 
einstimmung mit dem wellenmechanischen Dichteverlauf und bedeutet i 
unmittelbarer Kernnahe und in grosser Entfernung vom Kern eine wesenl 
liche Verbesserung der bisherigen statistischen Dichteverlaufe, die am O1 
des Kernes singular werden und in grosser Entfernung vom Kern 2 
langsam verschwinden, oder aber am Rand des Atoms unstetig von eine) 
endlichen Wert auf Null abfallen. Fir die auf Grund des erweiterten Model 
berechnete Energie der Atome ergeben sich Werte, die mit den empirischen od) 
auf wellenmechanischem Wege berechneten Energiewerten, oder, sofern sole] 
nicht vorliegen, mit den halbempirischen Slaterschen Energiewerten* sehr gi 
bereinstimmen. Durch Anbringung einiger, haupsachlich fir kleinere Elekt) 
nenzahlen wichtiger Korrektionen kann man erreichen, dass die mit dem | 
weiterten statistischen Modell berechnete Atomenergie die Energie der Ato) 
von den leichtesten Atomen bis za den schwersten mit einem durchweg kleine} 
Fehler als 3% darstellt. Wenn man in Betracht zieht, dass die auf Grund 
n Modelle berechneten Atomenergien Fehler bis za 50% aufweis 
tlichen Erfolg des erweiterten Moe 


pisherige 
so kann man dies als eimen wesen 
ansehen. 

Die Einteilung der vorliegenden Arbeit ist die folgende. Nach di 
Einleitung und karzen Zusammenfassung wird im § 2 der korrigierte Ausd: 
fiir die kinetische Energie hergeleitet und im § 3 das erweiterte statisti 
Atommodell entwickelt. Im § 4 besprechen wir einige in erster Linie fiir k 
Elektronenzahlen wichtige Korrektionen des Modells. Im § 5 berechnen wil 
Energie des Atoms mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens und geben eine ausfi) 


che Diskussion der Resultate. 
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§ 2. Herleitung der kinetischen Energiekorrektion 


Wir ziehen ein Fermi-Gas mit einer kugelsymmetrischen Teilchendichte 
e@ in Betracht, das einstweilen sowohl die Elektronendichte des statistischen 
Atoms als die Nucleonendichte des statistischen Atomkerns darstellen kann. 
Voraussetzungsgemass ist also @ eine Funktion der einzigen unabhangigen 
Variablen r, die die Entfernung vom Zentrum (Atomkern, bzw. Kernmittel- 
punkt) bedeutet. 

Die Dichte der Fermischen kinetischen Energie Up und des Weizsiacker- 
schen Energieanteils U,, kann man bekanntlich mit der Teilchendichte @ folgen- 
dermassen darstellen 


2 
Ur=x,ro/® und fey eee kay (1) 
Q 
mit 
3 (3 )2/3 h2 h2 
4p =—!/—} — und x= = 2 
-- | m "  32.a2m ) 


wo h die Planksche Konstante und m die Masse des Teilchens bezeichnet. Wegen 
der Kugelsymmetrie der Verteilung g ist unter grad @ die radiale Komponente 
des Gradienten von @ zu verstehen. 

Als gesamte kinetische Energiedichte hat man bisher den Ausdruck 


U=Ur+ Uy (3) 


betrachtet. Wie inI ausfiihrlich gezeigt wurde, ist jedoch dieser Ausdruck unrich- 
tig, da er den radialen Anteil der aus der endlichen Impulsbreite der freien Teil- 
chen resultierenden kinetischen Energie — die wir in I kurz kinetische Selbst- 
energie der freien Teilchen nannten — doppelt enthalt.? Zur Herleitung des 
richtigen Ausdruckes hat man also den radialen Anteil der kinetischen Selbst- 
energie der freien Teilchen von U'in Abzug zu bringen. Unsere Aufgabe besteht 
also zunachst in der Berechnung dieser kinetischen Selbstenergie. 

Hierzu sei zunachst erwahnt, dass man — wie in I ausfiihrlich besprochen 
wurde — den Impuls p eines Teilchens in zwei Anteile zerlegen kann. Der eine 
| Anteil ist ein Mindestimpuls, der daraus resultiert, dass das in Betracht gezogene 
| Teilchen (genauer der Bildpunkt des in Betracht gezogenen Teilchens) die 
| €mergetisch tiefer liegenden, vollbesetzten Impulsraumzellen zufolge des Pauli- 
Prinzips, d. h. zufolge der Orthogonalitatsbedingungen der Eigenfunktionen 
nicht besetzen kann, das Teilchen also iiber einen Mindestimpuls verfiigen muss, 
| der es aus dem Inneren der vollbestzten Impulskugel bis an den Rand dieser 


| 5 Aete Paysica 111/2 


| 
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Kugel hebt. Der andere Impulsanteil representiert die endliche Impulsbreite 
des Teilchens, die eine unmittelbare Folge der endlichen Ausdehnung der Impuls- 


raumzellen ist. 


Fig. 1. Zerlegung des Elektronenimpulses » in die Komponenten pr und p; und Aufteilung | 
der Impulskugel in Kugelschalen. Die schraffierten Raumteile sollen die vollbesetzten Teile des 
Impulsraumes veranschaulichen 


Zur Berechnung dieser Impulsanteile zerlegen wir zunadchst den Impuls $ 
eines Teilchens in eine radiale und azimutale Komponente, die wir mit p,; bzw. 
pibezeichnen ; man vgl. hierzu Fig. 1. Aus der Forderung, dass der Drehimpuls- 
betrag des Teilchens, rp; gleich (1 + 4) h/(2z) sei,® ergibt sich fir p, 


p=(It>}e— (4) 


wo | die Nebenquantenzahl bezeichnet. 
Dieser Zusammenhang erméglicht eine Einteilung der Impulskugel in 
Zylinderschalen mit Zylinderflachen, deren gemeinsame Achse mit dem Orts- 
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vektor t gleichgerichtet ist und deren Querschnitte Kreise mit den Radien 


20 1 (5) 
| . (n= 0; 1, 2,352.) 


sind. Mit Hilfe dieser Einteilung konnte Fermi’ die Anzahl der s-, p-, d-,..- 
Elektronen im Atom in sehr guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung berech- 
nen. aan 

Auf Grund dieses Ergebnisses liegt es nahe, die Impulskugel mit Hilfe von 
Kugelflachen mit den Radien (5) in Kugelschalen zu unterteilen. Wir setzen 
also fir den maximalen Impulsbetrag in den einzelnen Kugelschalen 


p=Pn=NPo 
(Ge=0, 1, 2,3,%"..) (6) 


mit p, = h/(2r) ; man vgl. hierzu Fig. 1. Da sich die Energie des Teilchens zu 
p? = n? p,? als proportional ergibt, ist die Quantenzahl n fir die Energie massge- 
bend, weist also in dieser Hinsicht eine gewisse Analogie zur Hauptquantenzahl 
auf. Eine weitere Analogie zur Hauptquantenzahl besteht darin, dass die erste, 
d. h. energetisch tiefste Kugelschale (deren innere Berandungsflache auf den 
Kugelmittelpunkt zusammengezogen ist) die einquantigen s-Teilchen, die zweite 
Kugelschale die zweiquantigen s- und p-Teilchen, die dritte Kugelschale die 
dreiquantigen s-, p- und d-Teilchen usw. besetzen, ganz analog zur Elektronen- 
strukiur der Atome, wo dem Volumen der Kugelschalen die zu einer Haupt- 
quantenzahl gehérenden Zustande entsprechen. Weiterhin ist fiir grosse p die 
Anzahl der Teilchen mit der Quantenzahl n zu 4ap*dp = 4cn7 pp, d.h. zu n? 
proportional, ganz ahnlich zur Anzahl der Elektronen im Atom die in Zustande 
mit der Haupiquantenzahl n gebunden sind. 
Auf Grund dieser Schaleneinteilung der Impulskugel kann man den weiter 
oben definitierten, aus dem Pauli-Prinzip resultierenden Mindestimpuls der 
 Teilchen und mit diesem die kinetische Selbstenergie der Teilchen einfach 
‘ berechnen. Die Teilchen besetzen beginnend von der innersten, energetisch 
" tiefsten Kugelschale die nacheinander folgenden energetisch héheren Kugelscha- 
~ len sukzessive. Wenn die energetisch tiefsten n Kugelschalen voll besetzt sind, so 
werden beim Einbau weiterer Teilchen diese die (n + 1)-te Kugelschale besetzen. 
Hierzu miissen die Teilchen zvfolge des Pauli-Prinzips bis an den Rand der 
yollbesetzten Impulskugel gehoben werden, d. h. sie miissen einen Mindestim- 
pulsbetrag pn = npy besitzen. Der Betrag des mittleren Impulses eines Teilchens 
in der (n + 1)-ten Kugelschale ist also 


p =pn + 3Po= MPo t 3Po- (7) 


5 
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Der Betrag des Mindestimpulses, den das Teilchen zufolge des Pauli-Prinzips be- 
sitzen muss, wird also p—spPo- Wenn man also die kinetische Energie des Fermi- 
gases anstatt mit dem Impulsbetrag p mit dem reduzierten Impulshetrag p = Po 
berechnet, so ist die aus der endlichen Breite der Kugelschalen resultierende 
kinetische Selbstenergie des Teilchens ausgeschaltet. Die mittlere kinetische 
Selbstenergie u; eines Teilchens ist die Differenz der mit p und p —+ Po berechne- 
ten kinetischen Energie des Teilchens. Es ist also 
2 


eg, 


(8) 


Th 
2m 


Da der radiale und azimutale kinetische Energieanteil fiir freie Teilchen im Mittel 
gleich isi®, betragt die radiale kinetische Selbstenergie des Teilchens im Mittel 
u;/2. Die mit diesem radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte 
kinetische Energie u des Teilchens betragt also 


0) 


i} 2 
poi pe! (p—-> P») he perpen So" ) 
UA Mi touaas cov oan Oy 5 aa? qb that ag 


Die zweite Form auf der rechten Seite zeigt, dass die reduzierte kine- 
ie te 
tische Energie des Teilchens aus zwei Teilen besteht. Im ersten Teil aq = 5 o 5 
2 m 
der gerade die Halfte der urspriinglichen kinetischen Energie des Teilchens 


betragt, geht der urspriingliche Impuls unverdndert ein, dies ist der azimutale 
1 (72a 
kinetische Energieanteil des Teilchens. Der zweite Teil u, = 3 {ear 
m 


:) 


representiert den radialen Anteil der reduzierten kinetischen Energie des Teil- 
chens. In diesem steht statt dem urspriinglichen Impulsbetrag p der reduzierte 
Impulsbetrag p—3 Po des Teilchens. Eine Reduktion des Impulses tritt also nur 
beim radialen Anteil der kinetischen Energie auf, wahrend der azimutale unver- 
andert bleibt, wie dies auch sein soll. 

Zur Berechnung der gesamten reduzierten Fermischen kinetischen Energie- 
dichte Uy unseres Fermi-Gases hat man u = Ua + u, fir alle besetzten Zu- 
stande pro Volumeneinheit zu summieren. Die Anzahl der Quantenzustande 
zwischen dem Impulsbetrag p und p + dp betragt pro Volumeneinheit 


8srp? 
Carey dp. (10) 


Fir den azimutalen Anteil ug haben wir die Summation iiber alle Quantenzu- 
stande von p = 0 bis zum maximalen Impulsbetrag p,, der vollbesetzten Zustande 
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durchzufiihren, fiir den radialen Anteil u, beginnt aber die Summation nicht 
mit den Quantenzustanden p = 0, sondern von p = +p an, da der Implusbetrag 
2mu'! fix p = + py verschwindet und fiir kleinere Impulsbetrage als + Po negativ 
wird, also seinen physikalischen Sinn verliert. Wenn wir den azimutalen und 
radialen Anteil der reduzierten Fermischen kinetischen Energiedichte mit Ur 
bzw. mit U, bezeichnen, so hat man 


Pu 
1 p? 8ap? 20 
Ue=|u,d0= | — ioe i 
: fe Q la ie vanes F a 
0 


Pu 
tial 1 ,\8ap? 
U= | dg= | 55, (PPP + ra P dp= 


h? 
2 Po 
(12) 
<a 4 eo) ee 5 
eat a okt! Gnkti , 480mhP 
= Uat+ Ur. (13) 


Es sei hier noch betont, dass — wie aus der Herleitung ersichtlich ist — der 
Ausdruck (12) nur fiir solche Impulse Giiltigkeit hat, deren Betrag grésser 
ist als 5 Po; fiir fe 4 Po hat man U,=0 zu setzen. Fiir Ua besteht keine der- 
artige Einschrankung. Dies ist auch der Grund dafiir, dass man den auf der 

_ rechten Seite von (11) stehenden Ausdruck nicht mit dem ersten Glied des auf 
der rechten Seite von (12) stehenden Ausdruckes zu sammenziehen kann. 

Den Betrag des maximalen Impulses, p,, kann man mit der Dichte @ 
ausdriicken. Da namlich voraussetzungsgemass die innerhalb der Impulskugel 
vom Radius py liegenden Zustinde alle vollbesetzt sind, muss die Anzahl der 
vollbesetzten Quantenzustande pro Volumeneinheit mit der Anzahl der Teilchen 
in der Volumeneinheit, d.h. mit der Teilchendichte @ gleich sein. Man hat also die 


Pare ie ge 
aie 


_ Beziehung 
. 8x pi 
Aa one (14) 
3h? 
: woraus der wichtige Zusammenhang 
é ‘ 
Ls 
| = a — zp, gts 15 
piosrk oes ae eS 


folgt. 
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Wenn man in (11) und (12) fiir p,, den Ausdruck (15) und fiir py den Aus- 
druck p) = h/(2ar) einsetzt, so folgt 


U, = Xo Oaks (16 
1 i 
MN ea ae ee (17) 
r T r° 
mit . 
3 (32/3 h2 3 3 \1/8 f2 
ere (lee ey 
80 | m ae m (18) 
iE 1 : 
Ng = nae he = ee | 
6402 m 153 60a! m 


Es sei noch bemerkt, dass fiir verschwindende Korrektion, d. h. fiir py = 0 | 
in U, nur das erste Glied bestehen bleibt und alle iibrigen Glieder verschwinden, 
es wird dann U,= U,. Da weiterhin %) = xp/2 ist, folgt, dass in diesem Fall 
U'- = U,+ U, in Ur itbergeht, wie dies auch sein soll. 

Schliesslich sei erwahnt, dass die hier erhaltenen Resulate sowohl fiir ein 
Neutronen- oder Protonengas als fiir ein Elektronengas Giiltigkeit haben. 


§ 3. Die Grundgleichung des erweiterten statistischen Atommodells 


Wir wollen nun die im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Resultate 
auf die Elektronenhille des Atoms zur Bestimmung der Elektronen- und Poten- 
tialverteilung des Atoms anwenden. Hierzu bilden wir zunachst -den Energie- 
ausdruck des statistischen Atoms, das im Anschluss an Lenz® folgendermassen 
geschehen kann. Man fihrt ein System von Scheidewanden ein, mit dem man das 
Elektronengas in Teilvolumina unterteilt und zwar in der Weise, dass jedes 
rdumliche Volumenelement dv noch viele Elektronen enthalte und das Potentia 
in diesen Zellen von einem konstanten Wert nicht stark abweiche. Wir woller 
im Folgenden zunichst davon absehen, dass diese Bedingungen in grosser Ent 
fernung vom Atomkern wegen der kleinen Elektronendichte und in der unmittel 
baren Umgebung des Kernes, wo sich das Potential des Atoms sehr stark andert 
nicht erfiillbar sind. Man kann dann die Elektronen in den Teilvolumina als er 
Elektronengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten und di 
Energie des Atoms einfach berechnen. Die kinetische Energie und Austausch 
energie des Atoms ergibt sich durch eine einfache Integration der kinetische 
Energie, bzw. der Austauschenergie der einzelnen Teilvolumina iiber das ganz 
Atomvolumen ; die potentielle Energie des Atoms erhalt man, wenn man eine|| 
seits die elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Ladungselemente di 
Elektronengases mit dem Kern auf das ganze Atom integriert und anderseits d 
gegenseitige elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Ladungselemente di 

Elektronenwolke auf alle Ladungselement-Paare summiert, d. h. integrie: 
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Da diese Berechnungsweise in der statistischen Theorie des Atoms mehr 
fach gebraucht wurde’ und der einzige Unterschied gegentiber diesen Berech- 
nungen hier darin besteht, dass man statt der urspriinglichen Fermischen kineti- 
schen Energiedichte U; die reduzierte Fermische kinetische Energiedichte Ur 
einzusetzen hat, kénnen wir uns kurz fassen und die einzelnen Energieanteile, 
aus denen sich die Energie des Atoms zusammensetzt, kurz angeben. Wenn wir 
fir das Atom den azimutalen Anteil der Fermischen kinetischen Energie mit 
E;, den reduzierten radialen Fermischen kinetischen Energieanteil mit Ej, den 
Weizsiackerschen kinetischen Energieanteil mit Ey, die aus der Wechselwirkung 
des Kernes mit der Elektronenwolke resultierende elektrostatische potentielle 
Energie mit E}, die aus der gegenseitigen Wechselwirkung der Elektronen des 
Elektronengases resultierende elektrostatische potentielle Energie mit E, und 
schliesslich die Austauschenergie mit Eq bezeichnen, so ist 


Et = wo | 0°18 dv, (19) 

1 il 1 

ea wel Tea a gy ate ge 
EF = f [rae #0! 3 + #20 2 as A dv, (20) 

Pu=qzPo 
2 \2 
Ew = Ay J (grad 9) On dv = Hy i ses dv, (21) 
0 o \dr 
2 
Ep=—[— ede, (22) 
r 
ES =+#{{ altel) dodo’ =—— | Vecode, (23) 
2 |r —t'| 2 

(ie —%e | ot! dv. (24) 


Hier bezeichnet g die Elektionendichte des Atoms, dv das Volumenelement, 
Z die Ordnungszahl des Atoms, t den Ortsvektor und e die positive Elementar- 
ladung. Die Werte der Konstanten %, %1 “2: s und x, erhalt man, wenn man 
in (18), bzw. in der zweiten Gleichung (2) m mit der Elektronenmasse 
identifiziert. In atomaren Einheiten ausgedriickt ergibt sich 


— — (07 e“ag > =_ eae (ix So 0? 
0 20 0 1 16 0 es 


1 5 (x) i ae ae 
= —— ¢2 SS = SS 6 ¢, eee ee Xo» (25 
ic a 4 “or = 3aq0qt “° 2310s (3a) 


y= — edo, 
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wo a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Die Konstante %q 
im Ausdruck der Austauschenergie hat folgenden Wert! 


Pie qe ee (26) 


V, ist das Potential der Elektronenwolke, das man folgendermassen dar- 


stellen kann 


Ve shee dv’. (27) 


Die Integration ist bei allen Energieanteilen mit Ausnahme von E; auf 
das ganze Atom, d. h. auf alle diejenigen Gebiete auszudehnen, in denen g >0 ist. 
Im Energieanteil E; hingegen, hat man die Integration nur auf den Raumteil 
auszudehnen, in welchem p,, = > Po ist. Die Grenze dieses Raumteiles ist durch 


die Gleichung 
1 
Pi 2 Po (28) 


gegeben. Wenn man fir p, den Ausdruck (15) und fiir py den Ausdruck 
Po = h/ (2ar) einsetzt, weiterhin beide Seiten auf die dritte Potenz hebt und 
mit r? multipliziert, so erhalt man 


a (29) 


Diese Gleichung ist fiir r zu lésen, wozu man g als Funktion von r kennen muss. 
Wenn wir die weiter unten erhaltenen Resultate, wonach g fiir r= 0 nicht 
unendlich wird und fiir r = co exponentiell verschwindet, vorwegnehmen, so 
ist zu sehen, dass die Gleichung (29) fiir r zwei reelle positive Wurzeln hat, von 
denen wir die kleinere mit r; und die gréssere mit rq bezeichnen. Die Integration 
in Ej ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, deren innere Berandungs- 
flache die Kugelflache mit dem Radius r; und deren dussere Berandungsflache 
die Kugelflache mit dem Radius ry ist. 

Mit den Energienanteilen (19)—(24) erhalt man fiir die Energie des Atoms 
als Funktion von g folgenden Ausdruck 


4 +E; +E, + Ep + E+ Ea ~ (30) 
Die Elektronendichte g hat der Bedingung 
Joe dv = Ne (31) 


zu geniigen, die besagt, dass die Anzahl der Elektronen des Atoms WN sei. 
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Wir haben nun mit Riicksicht auf die Nebenbedingung (31) diejenige 
Dichteverteilung 9 zu bestimmen, die E zum Minimum macht. Wenn man mit Vo 
einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet, so kann man zur Bestimmung 
von @ von folgendem Variationsprinzip ausgehen 


6(E|+ V, Ne)=0, (32) 
wo die Variation hinsichtlich @ durchzufiihren ist. Mit der Beze ichnung 
yp=o'P (33) 


ergibt sich hieraus die folgende Grundgleichung 
5 4 : 
Ary Ay ——- xo VP —F (ps 1) + eR aloo Ny (34) 


die den wichtigen Zusammenhang zwischen dem Potential und y = 1? dar- 


stellt. 
Die Funktion f(y, r), die aus dem radialen Anteil der Fermischen kineti- 


schen Energie resultiert, hat folgende Bedeutung : 


tele 4 1 1 

fr <r Sra ist f(p,7) yp et = > egy8§——_ xy — + mp, (35) 
do 3 3 i? Ta 

fir 0<r<rj;, sowie fiir r=rq ist f(y,r) = 9. (36) 


Dass f(y, r) in den Gebieten innerhalb r; und ausserhalb rg, identisch 0 ist, 
hangt damit zusammen, dass U, far p ms <S 5 Po identisch verschwindet. Die 
Funktion f und ihre Ableitung nach r, Of/dr sind bei den Grenzradien, r; und rg 
stetig. Aus (29) folgen namlich bei; und rz fiir p die Werte 


1 1 


pee hie. ee pee ee 
: WP (2dr? 13) 


3 37) 
(24002r3)1/2 ( 


mit denen man sich leicht iiberzeugt, dass bei r; und rq sowohl f = 0 wie 9 f/ar=0 
ist, was mit Riicksicht auf (36) bedeutet, dass f und @f/8r an den genannten 
‘Stellen und somit im ganzen Raum stetig sind. 
V bezeichnet das Gesamtpotential des Atoms, es ist also 


( ca 
Var) = Ze +Ve oe PE) yy (38) 
r r \r—t'| 
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Dies bedeutet mit anderen Worten, dass V dec Poissonschen Gleichung 


AV = 4ney? (39) 
genugt. . 
In Verbindung mit (34) kénnte man aus (39) fiir y, als erweiterte Thomas- 
Fermische Gleichung, eine Differentialgleichung vierter Ordnung _herleiten, 
deren Lésung sich aber dusserst kompliziert gestalten wiirde. Es ist deshalb 
zweckmassiger die Gleichung (34) zu Grunde zu legen, die mit (38) eine Integro- 
Differentialgleichung darstellt, in der der Lagrangesche Multiplikator V, aus der — 
Bedingung (31) zu bestimmen ist. Auf die Randbedingungen und auf die Lésung 
der Gleichung (34) kommen wir in einer spateren Arbeit zuriick. 

Hier méchten wir noch zeigen, dass man die Gleichung (34) ganz ahnlich | 
wie die urspriingliche Thomas-Fermische Gleichung auch noch auf einem anderen 
und zwar auf einem elementaren Wege herleiten kann. Hierzu berechnen wir an _ 
einem Ort tim Atom die Gesamtenergie eines Elektrons. Diese setzt sich aus 
der kinetischen, der potentiellen und der Austauschenergie des Elektrons — 
zusammen. 

Die kinetische Energie eines Elektrons mit dem Impulsbetrag p ist p?/(2m). 
Als zeitlichen Mittelwert betrachtet, kann man diese in zwei gleiche Teile zerlegen, : 
von denen der eine den azimutalen und der andere den radialen Anteil der | 
kinetischen Energie des Elektrons darstellt. Zur Ausschaltung der radialen 
kinetischen Selbstenergie des Elektrons hat man — wie dies im § 2 ausfihrlich | 
diskutiert wurde — den Impulsbetrag bei der Berechnung des radialen Anteiles 
um p,/2 zu reduzieren, also fiir den radialen Anteil der kinetischen Energie 
! (p—5po)?/(2m) zu setzen. Den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie 
der Elektronen ziehen wir durch den Weizsackerschen Energieanteil, d. h. durch, 
den fiir alle Elektronen als gleich gross vorausgesetzten Schrédingerschen: 
radialen kinetischen Energieanteil —4%,A@ ‘h/g't = —4x,Arp/p in Betracht. 
Wir haben also fiir die kinetische Energie des hervorgehobenen Elektrons 


p— tn} 
4p, 1 pet A es (40° 
2 2m 2 2m. 


ey = — Ae 


Die potentielle Energie des Elektrons lasst sich mit dem Gesamtpotentia 
V des Atoms folgendermassen darstellen 


Ep = — Ve. (41 


Fiir die Austauschenergie des hervorgehobenen Elektrons mit dem Impuls 
betrag p, die aus der Austauschwechselwirkung dieses Elektrons mit allen iibrige 
Elektronen (und sich selbst) resultiert, erhalt man?? 


Spee pe 
pena ag LE AER (4: 
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Die Gesamtenergie des hervorgehobenen Elektrons mit dem Impulsbe- 
trag p wird also 


=e + Ep + eq. (43) 


Den hichsten Wert erreicht ¢ fiir p = p, ; wir bezeichnen diese héchste Gesamt- 
energie des Elektrons mit ¢,,. Damit das Elektron im Verbande des Atoms ver- 
bleibe, d. h. an das Atom gebunden sei, kann ¢,, héchstens gleich werden mit der 
héchstméglichen potentiellen Energie des Elektrons im Atom. Wenn wir anneh- 
men, dass alle Zustande vollbesetzt sind, so wird ¢,, gerade gleich mit der héchst- 
méglichen potentiellen Energie. Wenn wir das hiéchste Potential im Atom mit 
V, bezeichnen, so besteht also dann die Gleichung 


. p= Vege (44) 


Durch Einsetzen des Ausdruckes fiir ¢,,, d. h. des Ausdruckes (43) fiir p = py 
ergibt sich hieraus die Gleichung 


1 2 
2 p—>P° 2e? 4, 
Aw ih je 1 ( 2 es Ele ae oes tes (45) 
y 2 2m 2 2m 


in der das dritte Glied auf der linken Seite natiirlich nur in dem Raumteil einen 
Sinn hat, in welchem p pees py ist. Wenn man dies beriicksichtigt, so ergibt sich 
aus (45) mit der mit (15) identischen Beziehung 


1/3 
Pu = ale, pais (46) 


genau die Gleichung (34). 
Aus der Grundgleichung (34) lasst sich das Verhalten von yp = o” bei 


r= 0 und fir sehr grosse r verhaltnismassig einfach feststellen, worauf -wir in 
einer demniachst folgenden Arbeit zuriickkommen wollen ; hier seien nur kurz 
die Resultate erwahnt. Mit einer Reihenentwicklung in der Umgebung von 
r= 0 ergibt sich, dass g, im Gegensatz zu den friiheren statistischen Atom- 
modellen, bei r — 0 endlich bleibt, also ein ahnliches Verhalten aufweist wie die 
wellenmechanische Dichteverteilung, was als eine wesentliche Verbesserung des 
statistischen Dichteverlaufes anzusehen ist. Das Verhalten von g fiir sehr grosse 
r-Werte lasst sich aus der asymptotischen Gleichung ermitteln, Aus dieser 

_ folgt, dass @ fiir sehr grosse r-Werte mit wachsendem r exponentiell 
_abfallt, sich also auch hier ahnlich zum wellenmechanischen Dichteverlauf 
_ yerhalt. Auch hier entsteht also im Dichteverlauf eine wesentliche Verbesserung, 


7 
| 
| 
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denn in den friheren statistischen Atommodellen geht die Dichte in grosser 
Entfernung vom Kern entweder viel zu langsam — nimlich wie 1/r6 — gegen 
Null, oder aber die Dichte fallt bei einem endlichen r-Wert unstetig auf Null ab. 
Durch die Weizsackersche Korrektion, der in der Gleichung das Glied 4%, Ap 
entspricht, wird also sowohl bei r = 0 als in grosser Entfernung vom Kern ein 
gutes Anpassen an den wellenmechanischen Dichteverlauf erzielt. 

Bevor wir uns der naherungsweisen Bestimmung der Atomenergien mit 
Hilfe des Ritzschen Verfahrens zuwenden, wollen wir im nachsten Paragraphen 
noch einige fiir kleine Elektronenzahlen wichtige Korrektionen besprechen. 


Um die Berechnungen auch auf Atome mit kleiner Elektronenzahl aus- 
dehnen zu kénnen, wollen wir einige Korrektionen besprechen, die fiir kléine 
und auch noch fir mittlere Elektronenzahlen von Wichtigkeit sind. 

Wir wollen zunachst den aus der elektrostatischen Selbstwechselwirkung des 
Elektrons und aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resultieren- _ 
den Fehler korrigieren. In der wellenmechanischen Hartree-Fockschen Naherung 
kompensieren sich diese beiden Fehler vollstandig, so dass eine Korrektion dort 
nicht erforderlich ist. Beim statistischen Atommodell besteht aber nur eine 
teilweise K ompensation,'* so dass eine Korrektion dieser Fehler notwendig ist- 

Die elektrostatische Selbstwechselwirkung des Elektrons kann man nach | 
Fermi und Amaldi'* in der Weise korrigieren, dass man fiir das Potential der 
Elektronenwolke V, iiberall das korrigierte Potential 


v= | 1 ==) Ve | : (47) 


§ 4. Korrektionen fiir kleine Elektronenzahlen | 


setzt. Diese Korrektion dussert sich darin, das im Energieausdruck an Stelle von 
ES die korrigierte Energie 

' ih 
Ee = (2 | Es, (48) 


P 


tritt und in der Grundgleichung (34) an Stelle von V das korrigierte Potential 


pees feria (49) 


zu setzen ist. Fiir N = 1 verschwindet V; und ES% wie dies auch sein soll. 

Die aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resultierende 
Energie kann man auf Grund ahnlicher Betrachtungen wie die, auf denen die 
Fermi-Amaldische Korrektion der elektrostatischen Selbstwechselwirkung beruht. 
korrigieren. Mit Riicksicht darauf, dass nur die Elektronen mit parallelem Spin 
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miteinander in Austauschwechselwirkung treten und die Anzahl der Elektronen 
mit gleicher Spinrichtung N/2 betragt, kann man die Austauschenergie durch 


o 
Multiplikation mit dem Faktor Las korrigieren, was damit gleichbedeutend 


ist, dass man sowohl in der Grundgleichung (34) als im Ausdruck der Austausch- 
energie (24) statt der Konstate ~q die Konstante 


We ee ( — 4 Xa (50) 


einfiihrt, wo o die Anzahl der Elektronen in der K- Elektronenschale der Atome 
im Grundzustand bezeichnet. Es ist also fir Wasserstoff 7 = 1 und fir alle 
iibrigen Atome o = 2. Der Ausdruck fiir die korrigierte Austauschenergie lautet 
somit 


ree ( — 5 lB (51) 


Die korrigierte Austauschenergie verschwindet also fiir das Wasserstoffatom und 
‘fir das Heliumatom, wie dies auch sein soll und zwar fiir das Heliumatom 
wegen der zueinander antiparallelen Spineinstellung der beiden Elektronen im 
Grundzustand, derzufolge zwischen den beiden Elektronen keine Austausch- 


wechselwirkung stattfindet. 

Es sei noch erwahnt, dass die ziemlich grobe Korrektion von Eq nur von | 
geringer Bedeutung ist, da E, schon an sich nur eine kleine Korrektionsenergie 
darstellt. 

Wir haben schliesslich noch an der Fermischen kinetischen Energie eime 

 Korrektion anzubringen. Diese Energie sollte namlich fiir die beiden Elektronen 
der K-Elektronenschale verschwinden, da fiir diese Elektronen die kinetische 
Energie allein durch den Weizsickerschen Energieanteil dargestellt wird. 
Dementsprechend sollte man in der statistischen Betrachtungsweise die Fermische 
kinetische Energie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulsraumzelle, 
d. h. etwa in der Impulskugel vom Radius po, nicht mitzihlen. Da aber diese 
Energie im Energieausdruck (30) enthalten ist, hat man zur Korrektion dieses 
Fehlers die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impulskugel 
vom Radius p, von der Energie des Atoms noch in Abzug zu bringen. 

Fir die Dichte dieser Energie erhalt man mit Hilfe von (9) und (10) 


‘ Po 


1 1 1 ,\ 8p? 
. Uy = {ude f [p° 1 py p + | PA) P dp= 
} 


2m hs 


iy T0 
5 | 15 mh3 


1 
ph = 224%5-—, (52) 
ip 
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wobei zu beachten ist, dass dieser Ausdruck fiir U) nur fiir p, =po Giltigkeit : 


hat. 
In dem Raumteil, in welchem p, =p ist, ergibt sich also fir die Fermische 


kinetische Energie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulszelle 


ne | Uydv. (53) 


Py=Po 


Die Integration ist hier nur auf diejenigen Raumteile auszudehnen, in welchen | 
PucPo ist. Die Grenze dieses Integrationsgebietes wird durch die Gleichung 


Pu = Po (54) 


definiert, aus der ganz analog zu (28) und (29) jetzt die Gleichung 


folgt. Diese hat ganz ahnlich zu (29) wieder zwei reelle positive Wurzeln, von 
denen wir die kleinere mit r; und die gréssere mit r, bezeichnen. Die Integration 
in (53) ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, die innen von der Kugelflache 
mit dem Radius r; und aussen von der Kugelfliche mit dem Radius rq begrenzt 


wird. Es ergibt sich also 


e 
2 
AN sro) f ‘ip Seales ie ae (56) 
r? iz 2 


r 
i 


Dies ist aber noch nicht die vollstandige kinetische Energie der Elektronen 
in der energetisch tiefsten Impulszelle, denn die Integration wurde nur in de: 
weiter oben definierten Kugelschale ausgefithrt. Man hat also noch die Raum 
teile ausserhalb dieser Kugelschale, d. h. den Raumteil, den die Kugelflache von 
Radius r; einschliesst und den ausserhalb der Kugel mit dem Radius rg befindli 
chen Raumteil in Betracht zu ziehen. In beiden Raumteilen ist die Fermischi 
radiale kinetische Energiedichte — wie man sich an Hand der Definitions 
gleichungen (11) und (12) leicht tiberzeugt — im Verhaltnis zur azimutalen klein 
so dass man nur die azimutale Fermische kinetische Energie in Betracht z 
ziehen hat, die durch den Ausdruck (19) dargestellt wird. Wie sich aus den ii 
folgenden Paragraphen erhaltenen Resultaten ergibt, erweist sich die azimuta 
Fermische kinetische Energie in dem ausserhalb der Kugel vom Radius rq befiny 
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lichen Raumteil als sehr klein und kann vernachlassigt werden. Hingegen ist die 
azimutale Fermische kinetische Energie in der Kugel vom Radius r;, die man 
folgendermassen darstellen kann 


, 
Ty 


Ne = 40 Ho | 0/3 r2dr (57) 
‘ 


von gleicher Griéssenordnung wie 7. 
Die gesamte kinetische Energiekorrektion wird also 


= 1,+ M2 - (58) 


Das Verfahren zur Bestimmung der Elektronendichte und Energie des 
Atoms gestaltet sich nun folgendermassen. Man wird yp = @? aus der Gleichung 


5 dos 
Arey Ay — mov" —flv.7) a ag pil3 + (V' —Vo)ep = 9, (59) 


oder aber y samt EF’ direkt aus dem mit diesem aquivalenten Variationsprinzip 


8(E’ + VyNe) = 0 (60) 


mit dem Energieausdruck 
E’ = EF +E;+E,+E,4+ 55+ £5, (61) 
bestimmen.!® Fiir die Gesamtenergie E des Atoms erhalt man 


ee, (62) 
wo E, den mit der Lésung p aus (61) berechneten Energiewert bezeichnet- 
Wir nennen dieses Verfahren im Folgenden Verfahren I. 

Man kann die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impuls- 
kugel mit dem Radius p, auch noch auf eine andere Weise ausschalten, die sich 
zwar nicht so gut begriinden lasst wie die Korrektion 7, aber den Vorteil hat, 
dass fiir N — 1 und 2 der statistische Energieausdruck in den Schrédingerschen 
Energieausdruck iibergeht. Diese Form der Korrektion beruht einfach darauf, 
dass man in grober Naherung die Fermische kinetische Energie eines Elektrons 
"in der tiefsten Impulszelle mit dem Mittelwert der Fermischen kinetischen 
Energie, d. h. mit (Ef + E})/N gleichsetzt und diese mittlere Energie fiir die 
_ Elektronen der K-Elektronenschale— deren Anzahl o betragt —in Abzug bringt. 
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Man fihrt also statt Ej und E; die entsprechenden korrigierten Energieaus- 
driicke 


Ey = (1-7) By und By = (1-2) By (63) 


ein. Dies kann man auch so formulieren, dass man in den Energieausdriicken (19) 
und (20) und in der Grundgleichung (34) statt der Konstanten x; (i = 0, 1, 2, 3) 
. die korrigierten Konstanten 


“= ( — a Ki (64) 


setzt. 
Tatsichlich ist diese Korrektion bei Weitem nicht so grob, wie es auf den 


ersten Blick hin erscheint. Diese Korrektion ist namlich sowieso nur fir — 


kleine Elektronenzahlen von Wichtigkeit und gerade fiir diese ist sie brauch- 
bar und zwar umso besser je kleiner N ist ; fir N = 1 und 2 gilt sie exakt. Bei 
kleinen Elektronenzahlen ist ausserdem zu beachten, dass den wesentlichen 
Anteil der kinetischen Energie der Weizsackersche Anteil darstellt und der 
Fermische Anteil im Verhaltnis zu diesem klein ist, demzufolge ein Fehler in der 
Korrektion sehr stark abgeschwacht wird. Fir grosse Elektronenzahlen ist die 
Korrektion (64) nur eine grobe Naherung, aber fiir grosse N ist die Korrek- 
tion im Verhaltnis zur Gesamtenergie sehr klein, so dass sich ein Fehler in der 
Korrektion auf die Gesamtenergie nur unbedeutend auswirkt. Die relativ 
grésste Unsicherheit liegt bei mittelgrossen N-Werten, aber auch hier wird der 
Fehler durch den auch hier noch stark ins Gewicht fallenden Weizsackerschen 
Energieanteil ganz bedeutend verringert. 

Mit dieser Korrektion gestaltet sich also das Verfahren zur Bestimmung 
der Elektronenverteilung und Energie des Atoms so, dass man p entweder aus 
der Gleichung 


diy Ay —— x pil — f" (p,r) + st, pls + (V'—Vo)ep = 0 (65) 


bestimmt, wo f’ folgende Bedeutung hat 


. bee Ags 1 aL 
Ne = Say ca ae eee (66 


oder aber man kann y und E” auch direkt aus dem Variationsprinzip 


6(E” + V,Ne) =0 | (67 


: 
| 
| 
| 


| 
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mit dem Energieausdruck 


E"=E¢ + EF +E, +E, +E, +E, (68) 
bestimmen.! Fiir die Gesamtenergie des Atoms E, ergibt sich 
E, = Eo. (69) 


wo Ey den mit der Lésung y nach (68) berechneten Energiewert bezeichnet. 
Dieses Verfahren nennen wir im Folgenden Verfahren II. 

Ob dieses Verfahren bei konstant gehaltenem Z die Abhangigkeit der 
_Gesamtenergie von N richtig wiedergibt, kann erst dann festgestellt. werden, 
_ wenn geniigend genaue Lisungen der Gleichung (65) vorliegen. Wir kommen auf 

diese Frage noch im nachsten Paragraphen zuruck. 


§5. Bestimmung der Energie des Atoms in erster Néherung mit dem Ritzschen 
Verfahren 


Wir wollen nun ausgehend vom Variationsprinzip (60) die Energie einiger 
- Atome mit dem Ritzschen Verfahren in erster Naherung bestimmen. Wie wir 
schon im Paragraph 3 erwahnt haben, ergibt sich aus der Grundgleichung (34), 
dass 9 bei r 0 konstant ist und fiir r = °° exponentiell gegen Null geht. 
Dementsprechend machen wir fiir g in erster Naherung den Ansatz 
es (70) 
A 


wo A eine Normierungskonstante bezeichnet und die Variable x mit r folgender- 
massen zusammenhangt 


foe a. (71) 


Die Konstanten 4 und n betrachten wir als Variationsparameter, die aus der 
“Minimumsforderung der Energie bestimmt werden. Wie sich zeigt, hangt die 
Energie des Atoms sehr empfindlich von den Parametern A und n ab und man 

- erhalt mit diesem einfachen Ansatz fiir die Energie des Atoms schon eine sehr 
gute Naherung. Fir die Elektronendichte gibt jedoch dieser einfache Ansatz der 

_ ersten Naherung — wie dies bei dem Ritzschen Verfahren ganz allgemein der 
_ Fall ist — eine bedeutend weniger gute Approximation. Zur Erzielung einer 
__grésseren Genauigkeit fiir die Dichteverteilung hatte man die héheren Naherun- 
ee des Variationsverfahrens durchzurechnen. Zu diesen héheren Naherungen 


“Acta Physica III/2 
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gelangt man z. B. wenn man den Ansatz (70) mit einem Polynom F von folgen- 
der Form F = (1+ ¢,x+ ¢gx? + ...-+ Cx x')8 multipliziert, wo die Konstanten 
Cy Coy ++ +5 Cx als weitere Variationsparameter zu betrachten sind.1* 

Wir berechnen zuniachst die Normierungskonstante A, fiir die sich aus der — 
Normierungsbedingung (31) der Wert 


As 
Ar an nI\(3n) (72) 
ergibt. 
Wir gehen nun zur Berechnung der Energieanteile (19)—(24) mit dem Aus- 
druck (70) itber. Die Abhangigkeit der Energieanteile von Z und dem Variations- | 


parameter / gestaltet sich als sehr einfach; die Abhangigkeit von N und dem | 
Variationsparameter n ist komplizierter. Man findet 


E4 = 17Q,, _ Ey = 9Q,, Ey = PQw, EE | 
beget ee DSN E, = —APa, (74) 


wo Qa, Q;, Qu, Pr, Pe und Pa die folgenden von A unabhangigen Ausdriicke 


bezeichnen 


‘ ” ot 3n 
Oa= - 0 | N3i3 , (75) 
[Aon (3n)}?/? 5 
Xa Xq 
Q, = omer e ik a cs Monti woe N tel See ‘dx + 
[4crnI*(3n)] 5/3 [4anI(3n)] 4/3 : 
x; Xj 
(76) 
Xa 
AE IN, trey 1dx —2nx, feed } 
I(3n) + xen ree 
xj 
9r'(n+ 2) 
= x,N—_—_——_» 17 
oe erie (3n) ( 
P= ZANe= Ln) ; (78 
. I (3n) 
a soli ; 
PF, = N(N—1) Jes fe eet ‘fe xg oaks (78 
[TP (3n)]*. 
Bcei0 
pa. (3}w é 
[4on I'( 3n)]1/3\ 4 


UBER EINE KINETISCHE ENERGIEKORREKTION DES STATISTISCHEN ATOMMODELLS 147 


Hier bedeutet x; und x, die den aus (29) bestimmten Radien r; und rg entspre- 
chenden x-Werte ; es bestehen also die Zusammenhange 


aj = (Ari)/" und xq = (Ara). (81) 


Fiir x; und x, ergibt sich mit (70), (71) und (72) aus (29) die folgende Bestimmungs- 
gleichung 

1 nP(3n) 
N 6x 


3 p—X = 


(82) 


x 


die zwei positive reelle Wurzeln hat, von denen x; die kleinere und xq die gréssere 
_ bezeichnet. Eine wesentliche Erleichterung bei der Durchfihrung der Rechnun- 
gen bedeutet, dass die Bestimmungsgleichung (82) den Variationsparameter 
A nicht enthalt. 
Hier sei erwahnt, dass x, mit Ausnahme der leichtesten Atome so gross ist, 
dass man in den Integralen im Ausdruck (76) xa iiberall durch co ersetzen 
kann. 
Wie die im niachsten Paragraphen durchgefihrten Berechungen zeigen, 


. (epi a 
kann man im Ausdruck (76) das Glied an sae 
i Xj Xq 
4 da es neben den anderen Gliedern im Ausdruck der kinetischen Energie sehr 
‘ klein ist. 


vernachlassigen, 


TABELLE 1 


Werte von J fiir verschiedene Werte von p, bzw. n 
ce 


P n J 
2 6/6 | 0,1562, 
2,5 7/6 _ |.0,1078, 
3 8/6 | 0,07280, 
3,5 9/6 | 0,04820, 
4 10/6 | 0,03137 
4,5 | 11/6 | 0,02009, 
5 12/6 |-0,01269, 
6 14/6 | 0,004874, 
1 16/6 | 0,001794, 
8 18/6 | 0,0006308, 
9 20/6 | 0,0002147, 
10 22/6 | 0,00007081, 
. ll 24/6 | 0,00002268, 
7 12 26/6 | 0,000007074, 
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Das Doppelintegral in (79) lasst sich sehr einfach geschlossen auswerten, 
wenn der Exponent von x’ im inneren Integral, 3n—1, eine ganze Zahl ist. Fir | 
nicht ganzzahlige Exponenten kann man das Doppelintegral mit Hilfe der — 
Tabellen der unvyollstandigen Gammafunktion von Pearson” auf numerischem — 
Wege mit geringer Miihe bis auf 4-5 Stellen genau bestimmen. Wir haben 


co x 
x P. oe 1 ferent] ewaren tds’ de= 
N(N-1) e [I (3n)]? 
(0) 
1 2 mi ee ‘eal 
== —————., |e “x 3 e ~ x Pdx dx, 
(p+ ))°. | 
0 0 | 
wo 
p=3n—1 (84) 


ist, fiir mehrere p Werte bis zu 4 Stellen genau berechnet ; die Resultate sind in 
der Tabelle 1 zusammengestellt. 

Wir wollen nun die Energie ‘des Atoms mit dem Verfahren I bestimmen. 
Hierzu hat man zunachst die Energie E’ zu berechnen, fir die sich der folgende 


Ausdruck 
E’ = (Qa + Q + Qu) A®— (Px —Pe + Pa)A (85) 


ergibt. Das Glied mit A? representiert die kinetische und das Glied mit / die 
potentielle Energie. Die Variationsparameter 4 und n hat man aus der Minimums- 
forderung der Energie, d. h, aus dem Gleichungssystem 


OE’ OE’ 
- = (86) 
3A on 


zu berechnen. Aus der ersten Gleichung dieses Gleichungssystems folgt fiir A dex 


Wert 


gat Pea Pe Pa | (87 


2 Qa + Q, + Ow 


Mit diesem A-Wert erhalt man aus (85) fiir E’ den Ausdruck 


Pe: 2 
1 (Px —Pe wae (88 


= 
4 Qot+Q+Qn’ 


der nur mehr eine Funktion des Variationsparameters n ist. Diesen hat man so 2) 
bestimmen, dass (88) zum Minimum wird. Dies ist auf analytischem Wege nich 
mdglich und hat auf numerischen Wege zu geschehen. Hierbei sei erwahnt, das 
bei der Variation vonn, bzw. p = 3n—1 nur die in der Tabelle 1 angegebene 
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| 
} 


p-Werte in Betracht gezogen wurden und als Energieminimum der bei diesen 
p- Werten tiefste E’-Wert betrachtet wurde, was fiir die Energie nur eine Unge- 
nauigkeit von héchstens 1 bis 2 Promillen bedeutet, also unwesentlich ist. 

Nachdem man die Variationsparameter A und n aus der Minimumsforde- 
rung von EF’ bestimmt hat, kann man die Korrektionsenergie 7 nach (58), (56) 
und (57) berechnen. Es ergibt sich 


| xt 
22 dS cstitee ob 
607 xen se 


2 5 
gieagih an INe/s fe et sete) 
wo x; und x, die beiden positiven Wurzeln der Gleichung 


[Aan (3n)] 


~ 


; xoe—* ae the 4nI'(3n) (90) 
i N 3 i 

sind, die sich aus (55) analog zu (82) ergibt. Die Wurzeln x; und x, hangen mit 
den Wurzeln r; und rz der Gleichung (55) gemass (81) zusammen. 

, Fiir die Gesamtenergie E, des Atoms erhalt man nach (62) 


B= Ej— 9, (91) 


a tA , 

wo E, das Minimum von E bedeutet, und 7 durch (89) definiert ist. 

, Die Werte der Variationsparameter, sowie die Werte von Eo, 7 und E, sind 
_ fiir einige Atome in der Tabelle 2 zusammengestellt. 


TABELLE 2 

Die Werte von A, p, Ej,y und Ej fiir einige Atome. 4 in 1/a)-Einheiten, Ej, y und Eg in 
e?/ay-Hinheiten. 

De 


Wir wollen nun die Berechnungen mit de 


Z a p — 55 y —E;’ 
! 

Be 14,665 4 11,333 1,832 13,165 
a) Cc 18,514 4 31,346 4,022 35,368 

Ne | 10 55,768 5 111,93 12,56 124,49 

Ar | 18 181,29 6 478,42 44,33 522,75 

Kr | 36 | 1680,9 8 2619,3 209,5 2828,8 

x, | 54) | ‘2019,4 8 7035,5 442,9 1478,4 

Hg | 80 | 6568,8 9 | 18264 1032 19296 


m im § 4 besprochenen Verfahren 


Tl durchfiihren, wir legen also jetzt unseren Betrachtungen das Variationsprinzip 
(67) zu Grunde, wo E” den durch (68) definierten Energieausdruck bezeichnet, 
dass in (75) und (76) statt den Konstan- 


er sich von E’ nur darin unterscheidet, 
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ten x; (i = 0, 1, 2, 3) iiberall die Konstanten x; stehen. Die Bestimmung der 
Variationsparameter A und n erfolgt auf dieselbe Weise wie vorhin, wobei man 
aber fur diese Parameter etwas andere Werte erhalt wie zuvor, was davon her- 
rihrt, dass im vorangehenden Fall die Korrektion 7 als eine Stérungsenergie in 
Betracht gezogen wurde, die sich auf den Verlauf der Elektronendichte in 
erster Naherung nicht auswirkt, wahrend im vorliegenden Fall die Korrektion 
schon in das zu variierende Energieintegral eingebaut ist, also auf den Dichtever- 
lauf mitbestimmend wirkt, Fiir die Gesamtenergie des Atoms erhalt man 


Ej’ = E”, (92) 


wo E,’ das Minimum von E” bezeichnet. Die Resultate dieser Berechnungen 
sind in der Tabelle 3 angegeben. Nebst diesen ist auch — sofern dieser bekannt 
ist — der empirische Wert Eyemp der Gesamtenergie des Atoms angefihrt. 
Fir leichte Atome sind die empirischen Werte der Gesamtenergie aus den Spek- 
tren entnommen, bei den Atomen mit héherer Ordnungszahl wurden zu den 
empirischen Daten noch die mit Hilfe wellenmechanischer Verfahren erhaltenen 
Resultate von Hylleraas,* von Fock und Petrashen,!® von Morse, Young und 
Haurwitz,2° sowie bei Hg von D. R. Hariree und W. Hartree®1 zugezogen ; 
bei Ar, Fe, Kr, X und U wurde eine halbempirische Formel von Slater?? herange- 
zogen. 


TABELLE 3 
Die Werte von A, n, Eg und Egemp fiir einige Atome. A in 1/a)-Einheiten, Ez und Egemp 
in e?/a)-EKinheiten 


| j i 
iz, NX Pp “Ey” =Esemp 

H 1 1 2 0,5 0,5 

He 2 4,6965 | 2,5 2,8588 2,904 

Be 4 8,8440 | 3 14,584 14,68 f 

Cc 6 22,273 | 4 37,713 37,86 

(6) 8 _- 25,079 | 4 74,187 75,07 

Ne | 10 62,885 | 5 126,22 129,5 

Na } 11 65,521 | 5 158,41 162,0 

Ar 18 195,05 6 514,73 525,36 

Fe 26 576,75 7 1243,3 1248,7 

Kr | 36 1746,8 8 2721,9 2703,6 

eX 54 2076,5 8 7234,1 1079,4 

Hg | 80 6696,9 9 18620 18684 

U 92 7084,8 9 26016 25522 


a 


Pi 
7 
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Ein Vergleich der Energiewerte E, mit den Energiewerten E, aus der 
Tabelle 2 zeigt zunachst, dass der Unterschied zwischen E, und E, mit Ausnahme 
der leichtesten Atome sehr klein ist. Die Korrektion 7 fiihrt also mit Ausnahme 
der leichtesten Atome praktisch zum selben Resultat wie die Korrektion (64). 
Wenn man noch in Betracht zieht, dass von den beiden Korrektionen fiir die 
leichten Atome bestimmt die Korrektion (64) die genauere ist, und diese Korrek- 
tion sich bedeutend einfacher gestaltet als die Korrektion 1, so wird man dem 
mit der Korrektion (64) entwickelten Verfahren II gegeniiber dem Verfahren 
I den Vorzug erteilen. 

Ob das Verfahren II bei konstant gehaltenem Z auch die Abhangigkeit 
der Gesamtenergie von WN richtig wiedergibt, d. h. ob die Berechnung von 


_fonisierungsenergien mit diesem Verfahren méglich ist, sei einstweilen 


dahingestellt. Zur Entscheidung dieser Frage hatte man zunichst die Dichte- 
verteilung der Atome in héherer Naherung zu bestimmen, oder aber noch 
besser die Grundgleichung (34) exakt zu lésen. Auf diese Fragen — die die 


_ Resultate der in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Berechnungen der 


Atomenergien nicht beeintrachtigen — méchten wir in einer demnachst folgen- 


den Arbeit zuriickkommen. 
Die Resultate fiir die Energie des Atoms sind sehr befriedigend; die 


Abweichung der berechneten Energien von den empirischen, den wellenmechani- 


schen, oder den Slaterschen halbempirischen Werten ist durchweg kleiner als 
3%. Bei einem Vergleich unserer Energien mit den wellenmechanischen ist zu 
bemerken, dass unsere Energien — da sie mit Beriicksichtigung des Elektronen- 
austausches berechnet wurden — mit den ebenfalls mit Beriicksichtigung des 
Elektronenaustausches bestimmten Hartree-Fockschen Energiewerten und 
nicht mit den ohne Beriicksichtigung des Elektronenaustausches berechneten 
etwas héher liegenden Hartreeschen Energiewerten zu vergleichen sind. Dies 


haben wir im Fall von Hg in der Weise beriicksichtigt, dass wir die aus den 


Hartreeschen Tabellen** von uns berechneten Hartreesche Energie — 18306 e?/a, 
mit der statistisch nach (24) berechneten Austauschenergie — 378 e?/a, erganz- 
ten. Man erhalt so fiir Z = 80 als sehr gute Schatzung der Hartree-Fockschen 
Energie den Wert — 18684 e?/a) mit dem unser in der Tabelle 3 angegebener 
statistisch berechneter Energiewert Ez ausgezeichnet iibereinstimmt. Beziiglich 
der in der Tabelle 3 angegebenen Slaterschen halbempirischen Energien sei 
erwabnt, dass diese nur eine Schatzung, und zwar eine im allgemeinen mit den 
empirischen Energien sehr gut, cca bis auf 3°% iibereinstimmende Schatzung 
geben. 

Wie schon im § 4erwahnt wurde, sichert das Verfahren II fiir die Atome und 
Ionen mit N = lund 2 einen Ubergang unseres Energieausdruckes und unserer 
Elektronendichte in den wellenmechanischen Energieausdruck, bzw. in die wel- 


tenmechanische Elektronendichte. Dies erméglicht die Ausdehnung des Verfahrens 


auf leichte und ganz leichte Atome, wobei sich fiir die Energie der Atome eine 
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ausgezeichnete Ubereinstimmung mit dem empirischen Befund ergibt. Fir He 
erhalt man so einen Energiewert (man vgl. Tabelle 3), der zum empirischen etwas _ 
naher liegt, als der mit der Hylleraasschen ersten Naherung™ erhaltene Wert 
— 2,848 e?/a,, was seinen Grund darin hat, dass wir neben dem Variationspara- 
meter 4 auch noch n variierten, wahrend bei Hylleraas n = | gesetzt wurde. 
Schliesslich sei noch erwahnt, dass man aus der urspriinglichen Thomas- 
Fermischen Theorie fiir die Energie der neutralen Atome den Ausdruck 


Bp = 0169 Gi (93). 
% 
erhalt, der fiir die schweren und mittelschweren Atome um cca 20% und fiir die 
leichten Atome bis iiber 50% zu tiefe Energien gibt.” Die von uns durchgefihrte 
Korrektion des statistischen Modells fiihrt also fiir die Energien der Atome zu 
einer ganz wesentlichen Verbesserung. 

Wir kommen nun noch auf die Dichteverteilung der Elektronen zu sprechen, 
die man nach (70) — mit Riicksicht auf (71) und (72) — einfach als Funktion von. 
r darstellen kann, wobei fiir die Variationsparameter 4 und n die aus der Mini- 
mumforderung der Energie bestimmten Werte einzusetzen sind. Wie schon 
erwahnt wurde, kann man die mit dem ersten Schritt des Variationsverfahrens 
bestimmte Elektronendichte @ nur als eine sehr grobe Naherung betrachten. 
Dass man mit dem ersten Schritt des. Variationsverfahrens fiir die Dichtever- 
teilung der Elektronen eine ganz bedeutend schlechtere Naherung erhalt als fir 
die Energie des Atoms, hangt damit zusammen, dass bei dem Ritzschen Verfah- 
ren ganz allgemein der exakte Eigenwert viel rascher approximiert wird als die 
exakte Eigenfunktion.?® Eine besonders grosse Unsicherheit in dem von uns 
berechneten Dichteverlauf entsteht hauptsachlich in den vom Kern weit ent- 
fernten Gebieten. In grosser Entfernung vom Kern wird namlich einerseits der 
Dichteverlauf durch unseren einfachen Ansatz voraussichtlich nur unzureichend 
dargestellt und anderseits bedeuten die vom Kern weit entfernten Gebiete fiir 
das Variationsverfahren iiberhaupt eine Schwierigkeit, da die Gesamtenergie des 
Atoms gegen eine Dichtedinderung in diesen Gebieten ausserordentlich unem- 
pfindlich ist.?’ 

In Anbetracht der Ungenauigkeit der mit dem ersten Schritt des Ritz- 
schen Verfahrens gewonnenen Dichteverteilung kénnen wir auf Grund unserer 
Resultate iiber den Verlauf der Elektronendichte im erweiterten Modell noch 
nichts Endgiiltiges sagen. Zur genaueren Bestimmung des Dichteverlaufes hat 
man die Grundgleichung (34) zu lésen, worauf wir in einer demnachst folgenden 
Arbeit zuriickkommen méchten. 

Fiir die Durchfithrung der numerischen Rechnungen miéchte ich auch an 
dieser Stelle meinen Assistenten Frl. 0. Kunvdri, Frau J. Pozsonyi und Fri. 
J. Vacz6 meinen Dank aussprechen. 
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KOPPEKUMA KAHETHYECKOM JHEPIMM CTATHCTHYECKOM ATOMHOM 
MOJIEJIV 


Il. TomOam 


Pesiome 


Koppekuva KHHeTHYeCKOH 9HEprHH, pacuhTaHHOH CTaTHCTHYeCKHM MYyTEM fesaeT BO3- 
MOOKHBIM BKJIIOUHTh B CTATHCTHYECKY 10 TEOPHIO ATOMA HHTOMOLeHHY io 4acTb JIHMeHH BenlicekKepa 
KHHeETHYeCKOM 9HEPIHH H paciIMPHTb cTaTHCTHYeCKY10 ATOMHY!O MOJeIb. B CTaTbe BLIBOAUTCA 
BapHalHOHHbI MpHHWAN, cAyKawKi AIA oONpeyeteHuA pacipefeseHHA 9eKTpOHOB H MO0- 
TeHIMAOB pacliHpeHHOH MOeJIH, H SKEHBAJIeHTHOe C 9THM HHTeErpabHo-AMppepenunap- 
Hoe ypaBHeHHe. PactipefeseHHe MMOTHOCTH 9JIEKTPOHOB HW 9HeEprHA aTOMa Pacu4HTbIBaloTcA 
B N€pBOM MpHOsWKeHHH H3 BapHalMOHHOrO NpHHWMNa NpH NoMomM metoga Purua. Mocpez- 
CTBOM HeCKOJIbKHX KOppeKUHH, ocoOeHHO BarKHbIX [JIA CIYYaA HeEMHOFHX 9eKTPOHOB MMe- 
e€TCA BOSMO)KHOCTh PaciipocTpaHHTb pacueTbl H Ha CaMble JerKHe aTOMbI. DHEprHA aTOMOB 
or serualimux — 40 HaHOosee TADKeILIX XOPOWO cOrlacyeTcA c 9MMMpHYeCKHMH TOJy9M- 
IIMpH¥eCKHMH 3HAYeEHHAMH OHEPLHH, a TaKIKe CO 3HAYCHHAMU 9HeEprun NO CnoTepy H MO BOU- 
HOBO MeXaHHKe ; HaHOOMbuee OTKNOHEHHe HHKe 3%, TOrfa KaK AIA CTaTHCTHYeCKHX MO- 
ene, IpHMeHABMIMXCA JO CHX NOP, OTKOHeEHHA JocTHTammM fo 50%. Xox nMOTHOCTH IeK- 
TPOHOB TAaKXKe OCTATOUHO yOBMETBOPHTEIbHO, T.K., BO MepBbIX, MMOTHOCTh HAaMeCTe ALpa, B 
OrsMuve OT MPHMeHABUIMXCA fO HACTOAMerd BPeMeHH CTaTHcTHYeCKHX MoOfeFeH, He Oy ZeT 
OecKOHeYHOH, H BO-BTOPHIX, IMOTHOCTh Ha OOJIbUIOM PpaCCTOAHHM OT Apa 9KCMOHEHIUHaJIbHO 
yMeHbulaeTCA ¢ pocTom paccTosHHA. Oba pesybTaTb! XOpomo coOBnazalwT Cc pesyIbTaTaMH 
BOJHOBOM MeXaHHKH HW O3HaUaIOT SHAYHTeEIbH) 10 NoMpaBKy cTaTHcTHuecKoro paciipeseeHHA 
TIJIOTHOCTH, 
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COVERING OF A PLANE SURFACE WITH GRANULAR 
MATERIAL 
By 
Z. BODO and I. HANGOS 


RESEARCH LABORATORIES OF THE TELECOMMUNICATION INDUSTRY, BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai — Received 27. IV. 1953.) 


The covering of a plane surface by granular material was investigated. The covering 
was determined theoretically and checked experimentally for samples of homogeneous grain 
size. The extension of the results to powder mixtures is also discussed. 


Introduction 


In the dyestuff industry or in the manufacturing of fluorescent coatings 
the question frequently arises, which laws govern the surface coating mechanism, 


_ which circumstances influence the uniformity of the layers, what is the role of 


the grain size, etc. 

In the case of plane surfaces and uniform grain sizes theoretical conside- 
rations led us to an expression for the coating thickness and consistency, which 
could be verified experimentally. Finally, we have attempted to extend our 
formula to mixtures containing grains of different sizes. 


Theoretical considerations for homogeneous grain sizes 


The problem to be investigated is the following: Dropping on a surface 
a certain number of grains of equal dimensions, which fraction of the surface 
will remain uncovered, resp. be covered singly, doubly, etc. 

As a first approximation it may besupposed that the accommodation of 
any grain is entirely statistical, i.e. not at all influenced by the accommodation 
of grains already covering the surface. Such an approximation will be a fair one 
for practical cases, if the grains to be accommodated on the surface are lamellar, 
i. e. one of their dimensions being negligible in proportion to both others. The 
solution in this case is the well-known Bernoulli-Poisson distribution. 

For those cases however, which are much more frequently met with in 
praxis (the grains approximately spherical and not lamellar) another distribution 
function will be derived which comprises the former as one of its special cases. 

it is easily to be seen that the accommodation of an impinging grain is 
strongly dependent on the positions occupied by the grains previously settled. 
The grain cannot settle on top of an isolated grain, this position being mechani- 
cally instable, but it will roll down to occupy a neighbouring position. This 
mechanical effect by constituting an ordering process prohibits an entirely ran- 
dom distribution, but gives rise to a partially ordered one, an approximate 
mathematical treatment of which is given next. 
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We denote the covering area of a single grain by t and divide the unit. 
area to be covered into cells, each of area zt. The calculations will be simplified, | 
if z assumes only integer values, as will be the case throughout this paper. Let | 
us suppose that each such cell is completely ordered, i. e. the cells containing | 
not more than z grains are covered by a single layer only, the grains being accom- | 
modated beside one another. The z-th grain arriving into such a cell completes 
therefore the simple covering of the entire cell the (z-+-1)-th grain only being | 
accommodated above the others and beginning to build up the double covering, | 
Quite similary the triple covering will be begun by the (2z + 1)-th grain,and so on. | 

The ordering effect caused by mechanical instability will be accounted 
for — as can be seen from the above — by the single parameter 2. 


The distribution function 


Let us drop n grains (n large) upon the unit surface containing Rees cells. | 
zi 

The probability that not a single grain falls upon a specified cell is given by | 

2in 


n 
(l— 2)" = fee Pagar. 
n 


The probability that a single grain falls upon the cell is given by 
(7) (1 —2t)" ~ nate", 
The probability that just k grains fall upon the cell is similarly 


nm k Stee n—k ~, uy kK ent 
[i (2t)* (1 — 2t) 5 Aza) Ome 


Substituting x = nt, which gives the covering area of all the grains dropped, 


one gets for the number of cells (C,z), containing zero, one, two, ........ . 
k grains: 
CA weed AT o-ent — e—** 
at at 
Cys = — (exe), 
at 
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showing the cells of several types to have the Bernoulli-Poisson distribution. 
The next step is to determine the surfaces not covered (T»), simply covered 
(T;), doubly covered (T,) etc. 
For z =1 we have 


1 1 
Crea, Cape — xe", Cy, = xe ne 
01 9 11 ° 21 
and t t 2t j 
| EG = tCy = Omay 
tC, = xen 


1 
T, SS 1C, = — 4 eae 
2 


giving back the Bernoulli-Poisson distribution for entirely random (z = 1) 


| accommodation. 


ie For z =2: 
CC as ee, Cy =— 2Qxe—2*, Cop = — 2a? e—2* 
2t 
1 4 4 
C25 = — ee C tem C Ee pee: 
3 : eer Es 


Ty = 2tCg, + tCy, =e (14x) , 


r 2 
= as iC 5p tC, 9 =e [: + 2x? + = a 


ee tC, 1 2tCy, 4-1C = 6 


2 2 2 
3 x4 x 
ve 3 se 15 


For z == 


1 9 1 9 
Cg ==, Cy = = Bae mons ol isles — x2 e-3*, Cy, = — — x8 e-*, 

t tr 
27 1 81 ns 

Se Sa gt g 3X = — — 45 p—3x ee 

eee 7 83 ago C= 3, a0 
= ans 243 7 Ca, Gin a 729 x8 tao 
3 3t 560 3" 31 4480 

Thus: 


| 3 
Pes BC te 200, Cay ee ea + 2x+— at], 


\* 
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9 
Ty = tCyg + 21g + BIC gg + UC ug + 1C 5g = [a + Bx? a8 + 


Ts = tCyg + 21C5, + 3tCgg + 2tC,3 + tCyg = e | 


9 27 
4 ors 
4 oe 


Sa er 


81 243 ; 
: x 
80 280 4480 


and so on. 


And quite generally : 


Ty = #Cg, + (2— 1) tC,, + (2 —2)1C,, +... +1C,_, ,, 
Ty = tCy, + 2tC,,, +... + aC,,, + (2 —VtC,44,,+...+1Cy-4, , 
Ty = C2241, 2 + 2tCaz49,2 +--. tC oz7 4 (2 — 1) 104324: + 1Cg,—4,.79 oe 


The expression for Ty may be written thus: 


C= 7 eo ean) eX 
z z 


(zx)?! e** = (1—«)e—™ ++ (2x) + ‘ee qs 


z (z—l)! 2! 
(zx)?—* 


Pape 


a 


(s—1)! 


| gx 


showing that for 0<x <1, if zo, Ty>1—x; that isthe covering will be 
proportional to the quantity of grain settled in the case of complete ordering. 
In the case x =1, however, we get 


—Z ck 


eae 
IB a 
z! 


which expression shows the porosity for this case, where in the case of complete 
ordering just a single layer would result. 

Ty for this case is shown in fig. 5 as function of log z. 

The results of the calculations for z =1, 3,10, and co are given in figs. — 
1—4. The first figure shows the covering without an ordering effect (which — 
corresponds to a Poisson distribution), the other figures show the gradual tran-— 
sition towards more complete ordering (z tending to infinity). Here the first 
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curve shows the area covered by one layer. The second curve gives the entire 
area covered by a single and a double layer, and so on. The top of each figure 
shows therefore the area not covered. Fig. 1 shows at once the rather unequal 


KEES q 


Ek 
© 


Fig. 2. Covering functions for z= 3 


coverage. The greatest possible fraction of singly covered surface is only 1/e-th 
part (37%) of the total surface, and even at x = 4, when an ideal covering would 
cover the surface in four layers, the sediment does not even cover the surface 
everywhere (2°/,), in places, however, ninefold coverages are met with. But 
we note e. g. that for z =3,\x =2,5 gives approximately complete covering. 
Here the area covered fivefold is only a few per cent. When the ordering corres- 
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The settling vessel used was a 5 cm high glass cylinder of 30 cm? area 
and the powder sedimented onto a 0,5 - 2 cm? glass plate, placed at the bottom 
of the vessel. The uniformity of the sedimentation was controlled by placing 
several such glass slides in the vessel, and the coverings determined were the 
same within the limits of experimental error. To increase the adhesion, the 
sedimentations were performed in a 96°, ethylalcohol medium. The vessel was 
filled with 100 cm? alcohol, the amount of powder to be sedimented accurately 
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Fig. 5. The decrease of the uncovered area due to the increased ordering effect 


weighed and vigorously shaken for 15—20 minutes with 20 cm® alcohol. The 
suspension so prepared was swiftly transferred to the sedimenting vessel, so 
that it began to settle uniformly across the entire cross section of the vessel. 

After the powder had completely settled, the alcohol was cautiously 
syphoned and the layer dried by passing warmed air above it. The covered 
glass slides were now removed from the vessel with pincers and transferred to 
the measuring apparatus, care being taken for the slides always to maintain 
their horizontal position. 

In our first experiment the coverings were determined in two independent 
ways. With the first method the layer was photographed under a microscope. 
The covered parts of the photograph were meticulously separated from those 
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not covered and the weight of each sample was determined by weighing. Shuc 
photographs are shown in fig. 6. 


Fig. 6. Photographs of the sedimented layers 


The method proved, however, too tedious for the evaluation of a greater 
number of sediments. Another idea was tried with an arrangement seen in fig. 7. 
The image of a small light spot (P) was focussed with a lens (L) on the barrier 
layer of a photocell (F). The covered layer (B) was placed directly to the lens. 
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The measuring device was calibrated for 0 covering i. e. 100° transmission 
by placing an eutirely free parallel glass plate on the lens, thereby taking into 
consideration the reflection losses suffered on the glass substrate itself. 

The covered part of the glass plate reduced the area of the lens in just 
the same proportion as were the covered and not covered areas of the slide, 
and therefore the light reaching the photocell was proportional to Ty. Wheu 
the slide B scattered the incident light quite diffusely, the galvanometer reading 
was less than 1% of the totally uncovered slides. The light spot on the photocell 
Was as small as possible to ensure that the image diffracted by the minute 
holes of the layer should remain on the active surface of the photocell. Several 


Fig. 7. Experimental setup for the determination of covering 


sediments were calculated by both methods, the results being equal within 
the limits of error, so that for the greater part of the samples only the second 


method was used. 
The first experiments were performed with such material whose grain- 


‘size — according to sedimentation data — lay between 20 and 25 microns. This 


powder was sedimented in such small quantities, as to prevent the occurrence 
of double covering. Photographing this sediment we determined the area covered 
and the number of grains sedimented. From these data we calculated an average 
covering area, which, — in the present case — corresponded to circle of 26,5 
diameter. The weight of the material sedimented, and the number of grains 
settled to unit area gave the measure of the average weight of the lens-shaped 
grains, which was 14,3 yu. In the above calculations the grains were supposed 
to be spheroids of equal volume, the principal axes being d, = d, = 26,5 w and 
ds => 14.3 Le 
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These results show that the grains tend to occupy their mechanical equi- 
librium positions. The same was found in case of other grain sizes too. 

The quantity x used in the calculations is proportional to the amount 
of material settled upon the unit area. The constant of proportionality can 
be easily given. Denoting by A the quantity of material settled and by @ the 
density of grains 


100 == 


60+ 02 


% 


40 


20. 


d,d,d,7 
ryan et Be 


and A=n 


3A 
20d, 


whence x =nt= 


In our first set of experiments the covering was determined for various 
A values so as to get some idea of the »z« value of our material. Fig. 8 shows 
the calculated To-s corresponding to the varying z-s by full line. The measured 
values are indicated by dots in this and the following figures. The measured 
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data lie most closely to that of the parameter z = 3. This value is not contra- 
dictory to expectations, one may suppose 3—4 grains already to be capable 
_ of sustaining one grain of the following layer. It is true, that three grains can 


| 
2 4 6 8 70 7 1 
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Fig. 10. Calculated and measured covering for various grain sizes 


sustain only a single grain upon themselves and not three, but due to the neigh- 
bouring cells each grain assigned in our calculation to a definite cell in fact 
gives rise, with grains of the neighbouring uncovered cells, to such configurations, 
which themselves are capable of sustaining a grain in the next layer above. 
Just this situation is met with in the assignement of ions to the unit cells of 
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crystals. The essential point of our argument lies in the assuming of a single 
parameter (z), the variation of which leeds continuously from the arrangement 
of fig. 1 to that of fig. 4. 

For our halophosphate powder z is therefore under the above circum- 
stances equal to 3 and the covering must obey the following law (@ = 3,2 mg/mm*): 
| LE 


4,54 
ods : 
od, 8 9? d3, 


Di e. 


Many experiments were performed with the aim of controlling the depen- 
dence of Ty on A and ds. Selecting grains of various d3; the dependence of Ty on 
A was determined by a constant d;. The dimensions of the grains used were : 


ds = 2,33 u, 6,5, 1, 14,3 ¢, 30m 
(d, =d, = 4,32 u, 12,3 4, 26,54, 60,5 1). 


The values measured and calculated for Ty) are plotted in fig. 9. The 
agreement between the measured and the calculated values is quite satisfactory. 

Another series of experiments was performed for A =1,5 mg/cm? and 
different grain sizes, and the dependence of Ty on d3 determined. The satisfac- 
tory agreement obtained is clearly seen in fig. 10. 


Covering obtained with powders of non-uniform grain size 


To get some idea of the coverings which can be obtained by using grains 
of different sizes, some preliminary experiments were performed. We briefly 
describe their results. 

We made coverings with the following three powders : 


1. 50% 6,5 + 50%, 14,3 (Fig. 11) 
2. 50% 6,5 # + 50% 30 (Fig. 12) 
3. 33,33%, 6,5 # + 33,33% 14,3 « + 33,33% 30 u (Fig. 13) 


In figs. 11 and 12 the coverings calculated for the uniform grain size are 
shown with a full line, the broken line indicates the covering which would 
result from the assumption of independent layers. These values were obtained 
by the following reasoning. If the grains of dissimilar size would not interact 
with each other (in lieu of covering of course) and the mixture is a 50—50 one, 
the result would be 


Ts (deat fed aE & 


It is clearly seen, that the measured points do not fall on to that broken line. 
This fact clearly indicates that the grains of smaller size prefer to occupy the 
holes between the larger grains and only in a lesser degree do they settle on 
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top of the larger grains. It can be seen, that the points measured can be quite 
well described by a curve corresponding to a uniform mean grain size. This mean 
value is very close to the harmonic mean of the original dimensions. The covering 
obtainable by a layer of such uniform grain size, which is the harmonic mean 
of the component sizes, is drawn with a full line. 


0 1 G 3 4 5 6 (/ 


Figs. 11. and 12. Covering by a mixture of two homogeneous fractions 


When this empirical relationship is generalized, the mixture can, regarding 
surface covering, be described as consisting only of homogeneous grains, whose 
average size is given by 


100 
dy = i 


Pi , P2 Ps 
Ba Be Pi oe 
d, .. dy = din 
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being p1% of the powder of grain size d}, p2% of grain size dy and so forth. 
Assuming a continuous grain size distribution s =f(d), then 


100 
7 ee 
— d(d 
[5 
The calculation gave for our third run: 
100 


i 33,93 a) 83:8) hyres. cae 
65" 1427. 30 


dy = 


118.4. 


dy 


Fig. 13. Covering by a mixture of three homogeneous fractions 


The curve calculated for this grain size is drawn with a full line. The agreement 
is again close. 


This entirely empirically relationship may perhaps be motivated by 
the following reasoning. Let us have a 50—50 weight percent mixture of grains 
of sizes d; and dj. If n grains of size d; fall on to 1 cm? surface, then of those 

I 


4 3 ; : . 
of size dj; there are at grains on the same surface area. The grains of the 


3 
first kind cover an area proportional to n d; , those of the second kind an area 
d} 2 2 I c f ‘ qd 
ee djj = ndy ——. The ratio of their areas is 1:—~- When the ave- 
diy dy dy 


rage grain size is calculated with this ratio as a weighting factor, we get just 
the harmonic average : 


ee 
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d 
ether a dy; 
vie dy _ 2didy 
ee dy dj + dy 
dy 
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§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 


Die Probleme, die mit den Bewegungsgleichungen des Elektrons ver- 
_kniipft sind, kénnen in Bezug auf die Zusammenwirkung von elektromagne- 
tischem Feld und Ladungen wohl als die bedeutungsvollsten fiir die Elektronen- 
theorie gelten. Die bahnbrechenden Untersuchungen auf diesem Gebiet fiihrte 
H. A. Lorentz -(1916)® aus, der eingehend untersuchte, wie die Bewegung des 
Elektrons von dem sogenannten Eigenfeld des Elektrons, d. h. von dem durch 
das Elektron selbst induzierten elektromagnetischen Feld, beeinflusst wird. 
Damals war der Elektronenspin noch unbekannt, deshalb beschiaftigte sich 
Lorentz nur mit der Wechselwirkung der Elektronenladung mit dem elektro- 
magnetischen Feld. 

Unter Beriicksichtigung des Eigenmagnetischenmoments des Elektrons 
wurde dieses Problem von J. I. Frenkel (1926)4 untersucht. Frenkel liess aber 
die Rickwirkung des durch das magnetische Dipolmoment des Elektrons 
induzierten Eigenfeldes auf das bewegte Elektron selbst unberiicksichtigt. 
Diese letztgenannten Fragen wurden erst, im Rahmen der von P. A. M. Dirac 
(1938)? ausgearbeiteten Elektronentheorie, von H. J. Bhabha und H. C. Corben 
{1941)*, bzw., im Rahmen der Lopes—Schénbergschen Theorie des Elektrons, 
von C. M. Lattes, M. Schénberg und W. Schiitzer (1947)8 behandelt. 
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Im folgenden wollen wir das Problem durch Ableitung der Feldgleichungen 
und der Bewegungsgleichungen aus demselben Variationsprinzip von einheit- 
licherem Standpunkte aus behandeln, somit die Theorie des Spinelektrons 
neubegriinden. Bei der Berechnung der Riickwirkung des Bio werden 
wir die Methode von M. Riesz (1936, 1948) anwenden. 

In einer nachstfolgenden Untersuchung wollen wir die mit der Higen- 
energie und mit der elektromagnetischen Masse des Spinelektrons zusammen- 
hangenden Probleme eingehender erklaren und behandeln, weswegen wir diese 
Fragen in dieser Arbeit ausser acht lassen werden. 


§ 2. Bemerkungen zur Metrik des Raumes 


Es sei P(x) ein Punkt des vierdimensionalen pseudo-Euklidischen Raumes. 
Die Metrik des Raumes wird durch das Bogenelement 


fj 


ds? = (dx®)? — (ax)? — (dx?)? — (dx’)? = 
= Suv dx dx” 
definiert, welches gegen alle orthogonalen (Lorentz-) Transformationen 
dx =al,dx'”; altt,a’y= OMG 5 det (a) = +1 


invariant ist. 
Die Komponenten des metrischen Grundtensors sind also durch 


Go=1, Su =f: =8:3=—13 Buv=0, wenn px? 


bestimmt. Somit miissen wir zwischen den kontravarianten und den kovarianten 
Komponenten der Vektoren 


Ay =8pv A" Ab == phy A; 


mit 


wy — [g] pv /g 


einen Unterschied machen, wo [g],» den Minor zum Element g,,, in der Determi- 
nante g von dem metrischen Grundtensor bedeutet. 
Als skalares Produkt pflegt man in diesem Raum die invariante Grosse 

e 


(A, B) = guy A“ BY = A, BY = AV B, 


zu bezeichnen. 
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Die Norm eines Vektors A soll durch denselben lateinischen Buchstaben 
A bezeichnet werden. Je nachdem ob 


>0 
A? = ||A|?=(A,A)= At 4, =) = 0 


<0 


ist, nennt man den Vektor A einen zeitartigen, lichtartigen bzw. raumartigen 
Vektor. 

Zwischen den beiden Punkten unseres Raumes P(x) und Q(z) definieren 
wir das Abstandsquadrat durch 


1 Bg = (x —z)* = (x —at) (xy — zy), 


wo, wie auch im folgenden, x und z" die kontravarianten Komponenten der 
beiden Ortsvektoren x und z bedeuten. 

Halten wir den Punkt P(x) fest; Q(z) soll die Punkte unseres Raumes 
durchlaufen. Somit kénnen wir die Punkte Q(z) des Raumes in bezug auf 


| P(x) dementsprechend kategorisieren, ob 


(ieee 
TPQ = ==) 
| <o 


ist. Die Punkte, die der Gleichung reo =10 geniigen, bilden einen Kegel, 
| den sog. Lichtkegel. Die Gesamtheit aller Punkte mit ipo > 0 bezeichnen wir 
als das Innengebiet des Lichtkegels, und das Gebiet der Endpunkte aller raum- 
artigen Ortsvektoren heisst das Zwischengebiet. Im Falle TPQ =0 bezeichnet 
man den entsprechenden Teil des Lichtkegels mit 2° — x° > 0 als Nachkegel, 
baw. den mit 2° — x°< 0 als Vorkegel. Die damit zusammenhangenden Ein- 
_zelheiten wollen wir eingehender nicht auseinandersetzen. 

Diese Einteilung der Raum-Zeitwelt hat eine Einschrinkung der zulassigen 
Lorentzschen Transformation zur Folge. Die Untergruppe der Lorentzschen 
| Transformationen, denen gegeniiber die obengenannte Einteilung der Welt- 
| punkte invariant ist, nennt man eine Kigen-Lorentz-Transformation. Im folgenden 
werden wir nur Eigen-Lorentz-Transformationen zulassen. 

Einen Punkt der beliebigen Flache S der vier-dimensionalen Raum-Zeit- 
welt wollen wir zeitartig, lichtartig bzw. raumartig nennen, dementsprechend, 
ob die Tangente der Flache.in dem entsprechenden Punkt raumartig, lichtartig 
| baw. zeitartig ist. 

Dasjenige Gebiet der Raum-Zeitwelt, welches durch die aus ausschliess- 


——_—$ $$ 


lich raumartigen Punkten gebildeten Flache S und durch den Lichtkegel mit 


i) 2" 


- 
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der Spitze in P(X) begrenzt ist, werden wir mit De bezeichnen. Das Teilgebiet 
der Flache S, das von der Flache S durch den entsprechenden Lichtkegel ausge- 
schnitten ist, wollen wir S’ nennen. 

Die wohlbekannten Differentialoperationen lassen sich auch im pseudo- 
Euklidischen Raum definieren : 


Vi=WaS}=| et, bw = {rey} = fee vafh— [ar EL 


divA =(V,A) =V, AH =VH A, 


Of=avef= ge oo a of af af = af 


Ont: Gaver Ol(a:0)2 8 (x1)! 8 (x?)? 8 (x3)? 


Die Relationen zwischen den Differentialoperationen und die bekannten 
Integraltransformationen behalteu auch jetzt ihre Giltigkeit bei. Es gilt z. B. der 
Greensche Integralsatz : 


[pesOe—e Fj u}dQ— See ae ds , 


wo dQ das vierdimensionale Raumelement und dS das entsprechende Flachen- 


element bedeutet. Die Normale unserer Flaiche S lasst sich nach dem Inneren 
von D§ richten. Die Funktionen u und v miissen zweimal kontinuierlich dif- 
ferenzierbar sein. 


§ 3. Der Dipoltensor 


Nach der Diracschen Theorie des Elektrons sind die Spineigenschaften 
so eng mit der quantenmechanischen (relativistischen) Beschreibung der Natur — 
verkniipft, dass eine klassische Spintheorie als mehr oder weniger kiinstlich | 
und dem Wesen der Probleme kaum angemessen betrachtet werden kénnte. 
Fir uns spielen diese klassischen Uberlegungen jedoch eine grosse Rolle und 
ausserdem bilden sie ein kraftiges Hilfsmittel, wenn man das Problem der 
Bewegungsgleichungen des Spinelektrons vom klassischen Standpunkt aus ent- 
wickeln und lésen will. 

Wir wollen der Uhlenbeckschen und Goudschmitschen Hypothese gemiss? — 
annehmen, dass ein ruhendes Elektron ausser einer elektrischen Ladung —e — 
ein magnetisches Dipolmoment m in der Sprinrichtung besitzt, welches mit _ 
dem mechanischen Kigenimpulsmoment 8 folgendermassen zusammenhiangen soll: 


Pr ramet 


.* 
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wo mp die Ruhemasse des Elektrons und c die Lichtgeschwindigkeit!” bedeutet. 
Wir wollen besonders darauf hinweisen, dass das Elektron in bezug auf seinen 
Schwerpunkt kein elektrisches Dipolmoment, Quadrupolmoment usw. aufweisen 
soll und dass es in magnetischer Hinsicht nur ein Dipolmoment aber kein Quad- 
rupolmoment usw. besitzt. Das bedeutet anschaulich, dass das vom Elektron 
erregte Feld genau dem Felde entsprechen soll, das auserhalb einer gleichférmig 
rotierenden gleichmassig mit Ladung belegten Kugelschale herrscht.18 

Fir die vollstandige Charakterisierung der magnetischen Eigenschaften 
des Elektrons ist aber die Angabe des dreidimensionalen Vektors des ‘magne- 
tischen Moments m allein noch ungeniigend, denn ein dreidimensionaler Vektor 
kann nur der raumliche Anteil eines Vierervektors oder eines antisymmetrischen 
Tensors sein. 

Das Problem hat Frenkel* heuristisch gelést, indem_ er postulierte, 
dass neben m zur Charakterisierung des magnetischen Eigenmoments ein 
zweiter raumlicher Vektor ) der dem elektrischen Moment eines Dipols analog 

sei, eingefuhrt werden soll, und zwar unter den F estsetzungen : 

a) Der Vektor ) soll ineimem Koordinatensystem, wo dasElektrou momen- 
tan ruht, verschwinden. 

b) Die Komponenten von m und } sollen sich bei einer Lorentz-Transfor- 
mation genau so untereinander transformieren, wie die Komponenten von 
) und ©, d. h. sie sollen zusammen einen antisymmetrischen Tensor 


vipa 

A 0 — Px Pie oP 
Px 0 m, —my 
py —m, 0 m 


Pz my —my, 0 


bilden. 

Es ist leicht zu beweisen, dass sich ein den Frenkelschen Postulaten 
genitigender Vektor definieren lasst, der mit dem magnetischen Moment m des 
Elektrons folgendermassen zusammenhingt? : 


p= (2% x). 


Die erwahnten Postulate wollen wir, in Anschluss an Frenkel, in analy- 
| tischer und invarianter Form angeben : 


x 


Zyyv’ =0. (3,1) 


Diese Relation pflegt man als die Frenkelsche Bedingung zu bezeichnen. 
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Mit dem allgemeinen Problem, auch ein von dem magnetischen unabhan- | 


giges elektrisches Dipolmoment des Elektrons zu beriicksichtigen, wollen wir 


uns jetzt nicht eingehender beschiftigen’*, da Elementarteilchen, die auch ein | 


elektrisches Eigenmoment haben, bis jetzt nicht bekannt sind, aber einige von 


unseren Resultaten lassen sich auch fiir diesen Fall leicht verallgemeinern. | 
Mittels der Tensorkomponenten ¥ uv lassen sich bekanntlich die folgenden | 


zwei Invarianten 


I, = = 2 yy Dh" = mp2 


2 (3.2) 


und 
Ty = X43 X49 + X51 X00 + X12 ~'50 = (m, p) 


bilden. 
Im folgenden werden wir uns mit dem Einelektronproblem beschif- 


tigen. Das Mehrelektronenproblem haben Lattes, Schénberg und Schiitzer dis- | 
kutiert, diese Untersuchung, die beziiglich der formalen Verallgemeinerung | 


des Problems wertvoll ist, bietet in prinzipieller Hinsicht nichts Neues. 
Im Falle des Einelektronproblems wird die Verteilung des magne- 


tischen Moments Juv auf die Weltlinie des Elektrons konzentriert. Damit | 
kénnen wir 2 ur(X) mit Hilfe einer neben der Weltlinie des Elektrons definierten | 


Grésse Suv = Suv(z) folgendermassen darstellen : 


Zu (X) =8 | Suv (2) (x —z(2)) dQ, 
Z—Z\(G) 


die Gleichung der Weltlinie unseres Elektrons angibt, und g die »Dipolladung« 
des Spinelektrons bedeutet. Diese Darstellung von 2 uv (X) passt sich unmittel- 
bar der in der Elektronentheorie wohlbekannten Definition des Viererstromes 


s (x) =e v(x) d(x —z(x)) dQ 


an. Natiirlich soll S,,, auch der Frenkelschen Bedingung geniigen und wir wollen | 


Suv im folgenden auf die Weise normieren, dass 


Suv St? =1 (3,3). 


sei. Diese Relation ist analog der bekannten Bedingung fir die Vierergeschwin- | 


digkeit 


viet (3,4) 


und erméglicht eine Vereinfachung der Rechnungen. 
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An dieser Stelle finden wir uns vor dem bekannten Problem, das fiir 
uns in prinzipieller Hinsicht besonders wichtig ist und mit der unendlichen 
elektrostatischen Higenenergie des Punktelektrons eng zusammenhingt. Wir 
werden uns mit diesen Divergenzschwierigkeiten im folgenden nicht eingehend 
beschaftigen und wollen auf diese Fragen — auch den von dem magnetischen 
Dipolmoment des Elektrons herrithrenden Anteil der Eigenenergie beriicksichti- 
gend — an anderer Stelle noch zuriickkommen, doch kénnen wir schon jetzt 
darauf hinweisen, dass sich eine Reihe der grundsatzlichen Probleme durch 
die Anwendung der Methode der Rieszschen Potentiale nicht nur auf mathema- 
tisch formale Weise, sondern auch von prinzipiellem Standpunkt aus lésen lasst. 
Wir wollen namlich mit Bhabha und Corben'das Auftreten der unendlichen 
elektrostatischen Higenenergie des Punktelektrons darauf zuriickfiihren, dass 
man das Punktelektron, wie meist, durch einen Grenziibergang von einem aus- 
gedehnten Elektron hergestellt zu denken pflegt. Wenn wir namlich mit der 
Methode der Maxwellschen Elektrodynamik die elektrostatische Eigenenergie 
des Punktelektrons berechnen, dann bestimmen wir diejenige Arbeit, die 
notwendig ist, um eine ausgedehnte Ladungsverteilung in einen ausdehnungs- 
losen Punkt zu komprimieren. Selbstverstindlich ist diese Arbeit unendlich. 
Damit haben wir das Auftreten der unendlichen elektrostatischen Eigen- 
energie auf die Definition des Punktelektrons zuriickgefihrt. Geben wir 
im relativistischen Falle die Viererstromdichte s(x) und die Dichte des 
magnetischen Dipolmoments Ziin(X), wie wir das oben getan haben, mit 
Hilfe der Diracschen 6-Funktion an, dann driickt die Beniitzung der 6-Funktion 
eben den erwahnten Grenziibergang der Elektronenladung aus und fihrt die 
Theorie in die wohlbekannten Divergenzschwierigkeiten. 

In naturphilosophischer Hinsicht lasst sich aber auch ein anderer Stand- 
punkt als Begriindung unserer Theorie wahlen. Wir kénnen namlich das Punkt- 
elektron nicht nur als durch einen Grenziibergang von einem ausgedehnten 
Elektron hergestellt denken, sondern wir wollen das Punktelektron als schon 
von vornherein gegeben denken, in diesem Falle werden die erwahnten Diver- 
genzschwierigkeiten nicht auftreten. Die von Riesz angegebene Methode gibt 
uns die Méglichkeit, diese Probleme auch auf analytische Weise anzugeben 
und die Wellengleichung auch in diesem Falle zu lésen. 

Statt der oben angegebenen Formel geben wir die Viererstromdichte 
und die Dipolverteilungsdichte folgendermassen an: 


To 


s(x) = e | v(7) dt, 


—co 


bye (x) =g [ Syv(z) dr, 


—co 
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wo unsere Integrale die entlang der Weltlinie des Elektrons definierten Linien- 
integrale bedeuten. Die Integrationsvariable t wollen wir als Bogenlangenpara- 
meter der Weltlinie betrachten, damit t die Higenzeit des Elektrons angebe. 
T) soll den dem relativ zu dem Punkt P(x) retardierten Punkt der Weltlinie 
angehérenden Parameterwert bedeuten, den man auch die relativ zu P(x) 
retardierte Eingenzeit des Elektrons nennt und die aus der Gleichung 


{x — z (t)}2 = (x — 2" (2) (x, — 2, (0) = 0 (3,5) 


berechnet werden kann. 

Anschaulich ist t) der Schnittpunkt der Weltlinie des Elektrons mit dem 
zu dem Punkt P(x) gehérenden Lichtkegel. 

Uber die Weltlinie des Elektrons haben wir bis jetzt keine Bemerkungen 
gemacht. Wie es aus der klassischen Elektronentheorie wohlbekannt ist, soll 
die Weltlinie eine zeitmissige Kurve sein, d. h. es soll an jedem Punkte der 
Weltlinie eine zeitmassige Tangente existieren. Weiterhin wollen wir mit 
N. E. Fremberg? noch voraussetzen, dass die Weltlinie fiir t =— co eine 
zeitmissige Assymptote besitze, d. h. analytisch, dass sich die Weltlinie in fol- 
gender Form darstellen lasst: 

1=0 


z(t)=v-wt+ See, 


wo 
SUPT ME os ee ee 
T—4 —oo Tm — 00 dt 
ist. 
Endlich wollen wir noch annehmen, dass 
dz 
=) (3.6) 
dt 


ist, wodurch sichergestellt wird, dass sich das Durchlaufen der Weltlinie bei 
einer Veranderung der Parameterwahl nicht verdndert. 

Bei der Definition von Suv haben wir bemerkt, dass auch S pv der Frenkel- 
schen Bedingung (3,1) geniigen soll. Die Beriicksichtigung von (3,1) bringt 
im folgenden éfters einige Schwierigkeiten mit sich, es ist also zweckmissiger™ 
den Tensor 


Myy = Spv + 08 Stig) ov (3.7) 
einzufiihren,!® der der Bedingung 
Mypvv’ =0 


identisch geniigt. 
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§ 4. Die Lagrangesche Funktion unseres Problems 


Wir wollen die Feldgleichungen und die Bewegungsgleichungen von einem 


Variationsprinzip 


d/LaQ =o (4,1) 


ableiten, wo L die Langrangesche Funktion des Problems bezeichnet. 


Wenn wir jetzt die Lagrangesche Funktion angeben wollen, miissen wir 
vor allem die Kigenenergie des Elektrons, des Feldes und des durch das Elektron 
erregten Feldes, bzw. ihre Wechselwirkung beriicksichtigen. 


Vor allem sei ein dusseres elektromagnetisches Feld Ay,y, das von einem 


_ Viererpotential ©, ableitbar ist : 


Hyy=Vty Dy, 


_angegeben. Wir kénnen ohne weiteres voraussetzen, dass H,,, den Maxwellschen 
_ Gleichungen des Vakuums geniigt, d. h. 


V, HY =0 


_ ist. Man kann unmittelbar einsehen, dass diese Voraussetzung von unserem 
| Standpunkte aus nicht wesentlich ist, denn wir kénnten ebenso auch ein von 


einer Viererstromdichte 6, ableitbares Feld als dusseres elektromagnetisches 
Feld wahlen, ohne dass uns diese Wahl wesentlichere Schwierigkeit verursa- 


chen wiirde. 
Das von unserem Elektron erregte Feld lasst sich aus den beiden Teilen 


: Fayyy bzw. Fay uv zusammensetzen, die durch die Ladung, bzw. durch das 


| magnetische Moment des Elektrons induziert sind. Damit lasst sich das Eigen- 


feld des Elektrons analytisch folgendermassen darstellen: . 


Puy = Fay + Fay, (4,2) 


| bzw. 


Ay = Ady + Aan, (4,3) 


| wo 
Puy = Vip Avy; Fav = V pA F(a)uv = V (pA coy 


| sind, d. h. Aq), und A(z), die Viererpotentiale des durch die Ladung, bzw. 


durch das magnetische Moment des Elektrons induzierten Higenfeldes bedeuten. 
In diesem Paragraphen werden wir das Eigenfeld des Elektrous einheitlich, 


) ohne die Auflésung (4,2) behandeln. Es ist leicht einzusehen, dass diese Verein- 


fachung zu keinem Missverstindnis fihren wird. 
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Das System, dessen Lagrangesche Funktion wir jetzt angeben wollen, 
besteht also aus dem bewegten Elektron und aus dem elektromagnetischen 
Feld mit dem Feldtensor (Fi. + yy). 

Wir wollen die Lagrangesche Funktion in der folgenden Form angeben : 


1 
Lewy se Vinge — H.,) (Fe + He) — 
oT int at pet wv) ( ae ) (4,4) 


1 
— (Ap + ®y)s¥ — > (Fy + Hs) 2h”. 


In diesem Ausdruck gibt das erste Glied die mechanische Higenenergie 
des Elektrons an.2° Das zweite Glied wurde von Frenkel eingefiihrt, ohne dass | 
er dessen expliziten Ausdruck angegeben hatte. Wir werden die Variation von | 
Tint, die von Frenkel nur definiert wurde, begriinden. Das nachfolgende Glied 
entspricht der Energie des von dem Elektron erregten und von dem dusseren 
elektromagnetischen Feld zusammengesetzten Feldes. Dieses Glied kommt bei | 
Frenkel, da er die Riickwirkung des Eigenfeldes auf das Elektron nicht beriick- 
sichtigte, nicht vor, und wir kénnen es nur in der Arbeit von Lattes, Schénberg 
and Schiitzer finden. Diese Autoren haben aber nicht beriicksichtigt, dass ein | 
Teil des Feldes durch das Elektron erregt wird, was natiirlicherweise die end- 
giiltige Form der Bewegungsgleichungen beeinflusst. Die beiden letzten Glieder 
bedeuten die durch die Ladung, bzw. das magnetische Dipolmoment des Elek- 
trons verursachte potentielle Energie unseres Elektrons. 

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass wir durch Variation der Potentiale | 
des dusseren elektromagnetischen Feldes wohlbekannterweise die Feldgleichungen | 
und durch Variation der Weltlinie des Elektrons die Bewegungsgleichungen 
erhalten.?* 


§ 5. Die Feldgleichungen 


Nach dem Obengesagten lisst sich das Wirkungsintegral unseres Vari- 
ationsproblems in der folgenden Form schreiben : 


W—W,+W,+W,4+0W,4+W,;= 


= {fr ae) Pint ar = (Fv + Ay) (FH"+ He ) (5,1) 


(A, + ®,) st 5 (Fuy + Hy») Se dQ . 


Durch Variation der Potentiale ®, des diusseren elektromagnetischen Feldes) 
erhalten wir: 


ow =\\e (Fev 4 HEY) OH — sl! 6®, <= se dHyy\dQ. 
JU 
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il 
et Hev — 2H. 6H, dQ = al (Fert HY — 2H) V, 66, dQ 
gilt, ist 


; 1 
ow Avene (FRY + HY — An Xe) — se 0®,, dQ = 0. 
| 470 


Wenn wir, wie iiblich, voraussetzen wollen, dass die Variation von df, an 
der Grenze unseres Integrationsgebietes verschwinden soll und, da die 6D, 
willkiirlich sind, haben wir 


+ v, (FH. Hey 4m E6%) — 5 = 0, 


Age 
die wir in der folgenden Form aufschreiben wollen : 
Vy (FeY + BMY) — dost + AV, 2M. (5,2) 


Da H,, nach unserer Voraussetzung den Feldgleichungen des Vakuums geniigen 
soll, ist 


Viet: (5,3) 
und so erhalten wir die gesuchten Feldgleichungen des Eigenfeldes : 
V, FEY = do (st + Vy SHY), (5,4) 


Anschaulich kénnen wir also sagen, dass das Eigenfeld durch die Vierer- 
stromdichte s(x) und durch die Dipolstromdichte Z (x) =({X"} = {V,x""} 
des Elektrons erregt wird. Denken wir jetzt an die Definition von s(x) und 
u(x), die wir in § 2 angegeben haben, dann kénnen wir die Bedeutung der 
oberen Integrationsgrenze tj, die wir als zu P(x) retardierte Zeit bezeichnet 
haben, leicht verstehen. Hs ist namlich offensichtlich, dass das Feld in dem Welt- 
punkt P(x) uur durch denjenigen Anteil der Weltlinie des Elektrons erregt 
wird, der in dem zum Punkt P(x) gehérenden Vorkegel liegt. 

_An dieser Stelle wollen wir noch auf eine Schwierigkeit hinweisen, die 
_ bei der expliziten Durchfihrung unserer Rechnungen auftreten wird. Es kommt 
z. B. in der Definition der Dipolstromdichte partielle Differentiation nach 
den Koordinaten von P(x) vor. Wenu wir nun an den zur Definition des parti- 
ellen Differentialquotienten fiihrenden Grenziibergang denken, kénnen wir gleich 
einsehen, dass zu einer infinitesimalen Verschiebung des Punktes P(x), infolge 
der Gleichung (3,5), auch eine Anderung der retardierten Zeit t) gehdrt ; es 
ist also bei der Ausfiihrung der partiellen Differentiation nach den Koordinaten 
von P(x) derjenigen Funktionen, die auch von der Eigenzeit t) abhangen, zu 
beriicksichtigen, dass die Eigenzeit to eine implizite Funktion der Koordinaten 
von P(x) ist.” 
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Jetzt wollen wir noch die Feldgleichungen auch fiir die Potentiale des 
Eigenfeldes angeben. Da ; 


F D aoa Vin Ay) (5,5) 


pe 

ist, wenn die Potentiale iiblicherweise der Lorentzschen Bedingung 
V, Ah =0 

genugen, haben wir 


DIA = — 41s — 402, 


oder 


LIAM = —4ast# —4nV, LY , (5,6) 


die unsere Feldgleichungen in ihrer endgiiltigen Form darstellen. 


§ 6. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen 


Um die Bewegungsgleichungen des Elektrons herleiten zu kénnen, werden 
wir eine von H. Weyl (1918) fiir das nur Ladung besitzende Elektron ausge- 
arbeitete Methode beniitzen. 

Es soll im folgenden bei festgehaltenen Werten der Potentiale des ausseren 
elektromagnetischen Feldes der Bewegungsverlauf unseres Elektrons, d. h. seine 
Weltlinie variiert werden. Um unseren Gedankengang vereinfachen zu kénnen, 


wollen wir voribergehend unbeachtet lassen, dass die Masse, die Ladung, bzw. - 


die Dipolladung auf der Weltlinie des Elektrons lokalisiert ist und wir nehmen 
an, dass diese Gréssen in dem dreidimensionalen Raum einheitlich mit einer 
konstanten Massen-, Ladungs-, bzw. Dipolladungsdichte: (9, &, bzw. Yo 
verschmiert sind, Ein Volumelement des dreidimensionalen Raumes, welches 
infolge der obenerwahnten Verschmierung mit Masse, Ladung, bzw. mit Dipol- 
ladung erfillt ist, bestimmt gemass der Bewegung unseres Elektrous in dem 
vierdimensionalen Raum eine zeitartige Weltréhre. Wir kénnen uns also das 
in dem Wirkungsintegral angegebene Integrationsgebiet in einzelue zeitartige 
Weltréhren zerlegt denken, die das zeitliche Existenzgebiet des Elektrons repra- 
sentieren. Die betrachtete Variation besteht nun, anschaulich, in einer Defor- 
mation aller dieser Weltréhren, wobei die ©, dieselben Funktionen der Koordi- 
naten bleiben wie bei dem unvariierten Vorgang. 

Das vierdimensionale Volumelement dQ unseres Wirkungsintegrals sei 
ein Stiick einer obenerwahnten Weltréhre von der Lange dt und dem dreidimen- 
sionalen Querschnitt dq. Dann ist 
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My dQ = My dq dt = dmdt, 
&)dQ = & dqdt=dedt, 
%¥o dQ = yy dq dt = dgdt, 


wo dm hier die Masse, de die Ladung und dg die Dipolladung des den Querschnitt 
der Réhre erfiillenden Volumelements bedeutet. 

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir jetzt unser Wirkungsintegral (5,1) in 
der folgenden Form angeben: 


w= Jf + Pine + <— (Fy + Hys) (ROY + HO) — 


1 
— (Au See ae Ye (Fuv + Huy) Me?) dQ= 
as tt W,4+W,+W,+W,= 


=f am {ae 5 [tne dQ + se | Pum + Hy») (FeY + He) dQ — 
IU 


—| ae | (4, + ,) v dr — 3 {a {Pm + Hy») Ml dr. 


In dem letzten Glied haben wir den in der Gleichung (3, 7) definierten Tensor 
_M"” statt S*” eingefiihrt, somit wird die Frenkelsche Bedingung (3,1) auto- 
matisch beriicksichtigt. 

Die Grenze unseres Integrationsgebietes wollen wir nicht niher angeben, 
da sie im folgenden keine wesentliche Rolle spielt, nur nehmen wir an, dass die 
Variation der Weltlinie 62 an der Integrationsgrenze verschwindet. 

Bei der Durchfihrung der Variation miissen wir beriicksichtigen, dass 
die Verteilung der verschmierten Masse, Ladung, bzw. Dipolladung unseres 

| Elektrons entsprechend unseren Voraussetzungen in dem dreidimensionalen 
‘Raum konstant ist. Somit verschwinden bei einer Variation der Weltlinie, 
(d. h. anschaulich bei einer Deformation unseres Weltréhrensystems) die Vari- 
ationen der nachfolgenden dreidimensionalen Integrale : 


mM =| dm, e =| de und g=|dg ‘ (6,1) 


Wir haben also nur die Variation der neben die Weltlinie des Elektrons erstreck- 
ten Linienintegrale zu berechnen. 


its 
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Berechnen wir jetzt die Variationen der einzelnen Glieder wie folgt : 


OW, = [dm ddr. 


far= | wae, 
--/(E---S 


gesetzt ist und ¢ einen Kurvenparameter darstellt, der fiir die unvariierte Welt- 
linie mit der Bogenlinge t zusammenfallen mége. Dann ist 


1 dz dz” 
6\dt= ) dt. 
J i w Je dt dt 


wobei 


Wenn man hier partiell integriert, ferner beriicksichtigt, dass fir die unvariierte — 
Kurve unseren Voraussetzungen gemiss die Beziehungen 


dt=dt, w=l1, = ee 


gelten, so erhalt man schliesslich 


at dv, 
ee & by’ dt = EUAN GAR A | 
| = Spy v't Ov ihe iz 


bzw. 
dv, al 
ow, =| Ho 0200 
dt 


Wenn wir bei der Durchfithrung der Variation der von Frenkel angegebenen 
Methode gefolgt hatten, ware das erste Glied in unserem Wirkungsintegral 
nicht vorgekommen, sondern wir miissten die Bedingung (3,4) als Nebenbe- — 
dingung betrachten und ihre Variation mit einem Lagrangeschen Multiplikator | 
zu OW hinzufiigen. Die Ruhemasse des Elektrons spielt also die Rolle eines © 
Lagrangeschen Multiplikators. 


b) 
1 
¥,=—— i {FFE + 2F yy HY + Hyy HY} dQ. 


| 


DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN DES ELEKTRONS 185 


Da die Feldgréssen gemiss unseren Voraussetzungen bei einer Deformation 
der Weltréhren dieselben Funktionen der Koordinaten x wie bei dem unvariier- 
ten Vorgang bleiben, liefert der Term Ay, H" ” des Integraden, welcher die 
Energie des ausseren elektromagnetischen Feldes bedeutet, keinen Beitrag zur 
Variatioa; d. h. 


5 | Hyy He’ aQ = 0. 
Die Variation der anderen Glieder gibt : 
W,= = i {(Fuy + HY) Vp, Puy + Fray Vn HOY 62 dQ. 
Tt 


In den vorangehenden Untersuchungen kommt die Variation dieses Gliedes 
nicht vor, was soviel bedeutet, dass die Verainderung des Eigenfeldes bei der 


Variation der Weltlinie nicht beriicksichtigt wurde. 


aly 
OW, = — | de b[ (Au + ,) de. 


Die Rechnung ergibt unmittelbar : 
6{(4y + ®,) iH de = (Vp, Ay +V,, D,,) 2002 4 
d ; 
srs (Ap + Py) dz] — (V_ Ay +V, yy 2* ou dt. 
Folglich (nach Vertauschung der beiden Summationsindices A und ft): 


: d 
6W, = —fa |F + Hy) 2! b2% + = (Au + Py) dz] ) dQ, 


wo wir zwischen dem Feldtensor und den Viererpotentialen den Zusammenhang 
(5,5) verwendet haben. 


d) 
w= —> fa 5 | ps + Hy») MH" de . 
Nun finden wir uns vor der Schwierigkeit, die Variation von M“”, bzw. von 


S”” zu berechnen. Das Problem hat Frenkel mit Hilfe von nicht-relativistischen 
Uberlegungen folgendermassen gelist : 
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Die bei einer virtuellen infinitesimalen Rotation 60 der magnetischen _ 
Drehkraft (m x §) geleistete Arbeit ist nach der entsprechenden Operation — 
der nicht-relativistischen dreidimensionalen Mechanik gleich dem inneren Pro- | 
dukt 69 (m x §). Anderseits muss sie nach dem Erhaltungssatz der Energie | 
gleich der Abnahme der magnetischen Energie —6(— m, 9) = (6m, ) sein. — 


Es ist also 


(om D, ) = (80, (m x H)) = (do x m) 9) 


und folglich 


dm = (00 x m). 


Die entsprechende vierdimensionale Formel ist im Ruhesystem des Elektrons 
dSHY — dglelel Svl,, 


wo 6Q” ein antisymmetrischer Tensor ist, dessen raumlicher Anteil dem Vektor 
69 gleich ist.* | 
Infolgedessen lisst sich 6M"” auf elementare Weise berechnen :- 


6MEY — 6glriel Sv], ot bz StH 4, ZV] + 


+ 27 (SQL S59, 271 —d.Qo8 SIH, 2”1), 


wodurch wir 


oe |” Fuy a VA Ay) elite (Vo Fuy i= Vo Hyp) 28 St, zy1— 
— (Fr + Hus) SU 93° — Fy + Hu) St 3] be + 


+ ~ | Fs + Hy») SiH, 2") oe dQ 


erhalten. 


e) 


| 

| 

{ 

: 
1 ) | 
aye — S| Fme Sy + Aiyioy Sy + (Foo + Hoc) eu S!% iy 20 6QhY 
ow, =d | Tin dQ = [ oTin dQ : 
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Jetzt miissen wir uns schliesslich noch mit der Berechnung der Variation von 
Tint beschaftigen ; diese wurde von Frenkel’, und auch von seinen Nachfolgern® 
nicht angegeben, sondern nur die Variation 67;n+ definiert als : 


wo @ =e/m, ist. und w”” einen antisymmetrischen Tensor bedeutet, dessen 
raumlicher Anteil gleich den Komponenten der dreidimensionalen Winkel- 
schwindigkeit @ ist; d. h. 


Gi pane w3 , worth , 


In dem nicht-relativistischen Falle lasst sich die Wechselwirkungsenergie 
des starren Kérpers zwischen seiner translatorischen und Rotationsbewegung 
wohlbekannterweise folgendermassen angeber : 


tint = Mpg Yo (@ x Ts) > 


wo t; den Ortsvektor des Schwerpunktes des starren Kérpers bezeichnet. 
Nach einfacher Umrechnung kénnen wir feststellen, dass 


ss s je ae 
tint = @ (ts X Mp Yo) = (3, o) = —— (mo) 
Q 
ist, wo wir die bekannte Relation zwischen dem Spin und dem magnetischen 
Moment des Elektrons beniitzt haben. Somit ist 


1 = 
tint = —— (m, 60) . 
@ 


Die Wechselwirkungsenergie tjn; verschwindet bekannterweise im Falle eines 
gewohnlichen starren Kérpers, doch wird 6tjn+ im Falle des Spinelektrons, das 
selbst ein magnetisches Eigenmoment hat, nicht mehr verschwinden. Die 
entsprechende vierdimensionale Variationsformel lasst sich im Ruhesystem 
des Elektrons auf dieselbe Art angeben, wie die Formel von 62"” im Ab- 
schnitt d); d.h. 


OT int ae ae Suv dol, 
20 ; 


Den Zusammenhang zwischen dem frither eingefiihrten 624” und do” gibt 


a. 6QUY — bot 


dt 


3 Acta Physica III/3—4 
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an.’ Infolgedessen ist 


d 1 d 
6W. =| 28s sper =4 jars — dQ’ dr= 
4 iS MY dt Q 8 20 4 dt 


1 d 2 
= | dg — | |—(S,, 62”) — S_,,6Q"” \ dr 
J Heo fore us ) We 


1 d : 
07 = 5 {70} 3 (Suv 8209) — Spy 8H” dQ . 


Somit haben wir die Variation der einzelnen Glieder unseres Wirkungs- 
integrals berechnet ; damit erhalten wir fiir die Variation von W: 


Wells 20 o Say 1 Fhe mi nF Hue: Si 
ae (Foo + Hos) 24S!» =| 6QhY + 
be 1 1 
+ [Mot +S Punt Hs) Ma EOD ee Ve 


— (Fay + Hay) seapenta ie uv +V_Hyy) SHY + - | 


4% 


d : 
Bg UF un + Hw) Sins | 


d [y, - 
+ le Spy 52H —(e4[ An, + P] + 


a2 oS [Fv + Hy] S'# a, 2”) a dQ. 


Da an der Grenze unseres Integrationsgebietes dz* und 6Qh” verschwinden, | 
wird das dritte Glied in dem Ee von 6W Null sein und infolge der 
Unabhangigkeit der Komponenten dz* und 6Q”, erhalten wir die Bewegungs- 
gleichungen 


} 
| 


lee, xo 
yratee Style! Fig) + Sti?! Hew} a (For + Hoc) Sty 27) Zu 
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d 1 
ae et 8 Fue + Hr) Sao") = 


1 
= e(Pay + Ay) vl wees SHOV) Fay — 


UI : 1 
ee Bi FRY g Hh 


Als Abkirzung wollen wir die folgenden Gréssen einfihren : 
Dow = ov—F [o-\e@| Vr] ve (6,2) 


Koy = Ao, — Aie19, %) v2, (6,3) 


“ e 
1 1 d : 
f= eB hy, oh + gShV a Fay Sado ee (Favull SY. + 


1 1 | 


Hier bedeutet D,, offensichtlich die Rickwirkung des Eigenfeldes auf 
das erregende Elektron. K, gibt die Wechselwirkung zwischen dem magnetischen 
Moment des Elektrons und dem ausseren elektromagnetischen Felde an. Endlich 
ist fj, die gesuchte ponderomotorische Lorentz-Kraft des Higenfeldes. 


: Unsere Bewegungsgleichungen sind also in ihrer endgiiltigen Form: 


ies 
is Suv = Stas Dew} we Sty |?! Kyo}, (6,5) 


bzw. 


- oA + = eH Ste. vw) =f, + eHy py vl! + >see Va Hyv. (6,6) 
| Die Gleichung (6, 5) bestimmt die Rotationsbewegung des Spinelektrons und 
(6,6) gibt die Bewegungsgleichung seiner Trauslatiousbewegung an. 

| Unsere Resultate stimmen, abgesehen von den beiden letzten Gliedern 
/im Ausdruck der Eigenkraft, die aus der Variation des Eigenfeldes herriihren, 
| mit der auf andere Weise abgeleiteten Formel von Frenkel, Bhabha und Corben, 
bzw. Lattes, Schénberg und Schiitzer iiberein. 

, Im folgenden werden wir, nach einer kurzen Vorbereitung, die Feldgréssen 
‘mittels der Rieszschen Methode berechnen. 


3* 
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§ 7. Die Potentiale von M. Riesz 


Das Grundproblem, welches mit der Lésung der Wellengleichung zusam- 
menhingt, lasst sich folgendermassen angeben : 

Es sei f(x) eine in dem ganzen vierdimensionalen pseudo-euklidischen 
Raum definierte Funktion. Nun soll die Funktion ®(x) bestimmt werden, die 
der Wellengleichung 


=f (7,1) 


geniige und mit ihren ersten partiellen Ableitungen dem Cauchyschen Problem 
gemass an einer gegebenen Anfangsfliche S einen angegebenen Wert annehme. 
Wir wollen weiter noch voraussetzen, dass die beiden Funktionen f und @, 
sowie die raumartige Anfangsflache S, die notwendigen Stetigkeitsbedingungen 
besitzen. 

M. Riesz® fihrte das folgende Integral 


1 i 
CP) 4 | 
Jef) = J (Q) r%q4 dQ (7.2) 
D§ 
ein, wo 
H(a) = 21 al | | (7,3) 


bedeutet, welches eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des klassischei 
Integrals von Riemann und Liouville angibt und eine Funktion des komplexe: 
Parameters a ist. Wenn die Funktion f(x) stetig ist, dann konvergiert da 
Integral fir a>2 und lasst sich mit Hilfe einer analytischen Fortsetzung auc 
fiir aX<2 definieren. 

Vor allem wollen wir darauf hinweisen, dass die eingefiihrte Integralopi 
ration auch den folgenden Relationen genigt : 


TOf(P) = f(P); 10 TP == IP, Ie 


wenn die Funktionen f (P) und die Fliche S mit ihren ersten partiellen Able 
tungen stetig sind. 
Es sei weiterhin 


1* £ f, g,h} (P) “a0 f F(Q) r8g*dQ + 


DS m 


| (a) B*—(Q) “2a, 
Se « 


1 
+ Fe) 
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wo n die in das Innere des Gebietes Ds zeigende Normale von S bedeutet 
Mit Hilfe einer analytischen Fortsetzung lasst sich zeigen, dass auch jetzt 


. 


[*(@4+2) — [TQ 


ead 
I*){ 6, 6,4} (P) =f (P) 


gelten, infolgedessen erhalten wir die Lésung der Gleichung (7, 1) in der Form 
aD 
Baroy ele). (7,5) 
n 


Die aufeinanderfolgenden Glieder des Integrals (7,4) bezeichnet man der drei- 

dimensionalen Analogie gemass als die Potentiale einer raumlichverteilten 
Ladung, einer Flachenladung, bzw. einer Doppelschicht.” 

Fur uns spielt derjenige spezielle Fall, bei welchem die Raumladung nur 

auf eine Weltlinie lokalisiert ist und sie sich mit Hilfe einer neben der Weltlinie 

- definierten Funktion F(t) beschreiben lasst, eine entscheidende Rolle. Dabei ist t 

ein willkirlicher Kurvenparameter. Das entspreschende Rieszsche Potential ist 

Dene 

a—4 
ae | F(t) r€q4 dt , (7,6) 


ts 


A (Pp) = 


wo ts den zum Schnittpunkt der Weltlinie und der Flache gehérenden Para- 
meterwert bedeutet und tf) dem relativ zu P(X) retardierten Punkt der Welt- 
linie entspricht. Es lasst sich also zeigen, dass das Integral (7,6), jedesmal 
wenn die Weltlinie fiir t = — co eine zeitartige Asymptote besitzt, auch fiir 
ts =— co einen Sinn hat. 


§ 8. Die zum elektronentheoretischen Problem gehoérenden Rieszschen Potentiale 


Um die Riickwirkung des elektromagnetischen Eigenfeldes auf das erre- 
_ gende Spinelektron berechnen zu kéunen, haben wir gemiss des Obenerwahnten 
die Wellengleichung der Potentiale : 


Ab = — Ans& — AnV, ZY (5,6) 


zu lésen. Die Rieszschen Potentiale des Problems lassen sich folgendermassen 
_angeben : 
j OE A® Bas A® Fos (8,1) 


| Wo 
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Ane ( | 
AG tt oe — 2 J rhe d 8.2) 
re) H(a) (Q) Pq dQ (8.2) | 
— co \ 
und \ 


AGE ei J SH" (@) rBgt dd (8.3) 

H(a) : . 

: 

sind. Ks ist offensichtlich, dass das Viererpotential Ag ne das Rieszsche Potential : 

des nur mit Ladung erfiillten Punktelektrons Pee und Age das ent- i 
sprechende Potential des durch das magnetische Dipolmoment des Elektrons | 

erregten Anteiles des Eigenfeldes angibt. 
In dem nachsten Paragraphen wollen wir annehmen, dass der Punkt P(x) | 


nicht zur Weltlinie des Spinelektrons gehért. 


§ 9. Neue Integrationsvariablen 


Um die explizite Berechnung unserer Integrale erleichtern zu kénnen, | 
wollen wir statt der Bogenlange t und des Abstandsquadrates 


R=P=1rpg=P=rlr, = (x—z(t)P?= 


= (x! — zH(z)) (*, — 2,(7)) (9,1) 


die unabhiangigen Variablen x und 
lhe le (r* ry)* 


als Integrationsvariablen einfihren. 

Gleichzeitig werden wir jetzt diejenigen Formeln zusammenstellen, die 
wir in den folgenden Paragraphen oft anwenden miissen. 

Vor allem lasst sich die Geschwindigkeit des Elektrons folgendermassen 
angeben ; 


v= — = i, (9,2) 


et ek (9,3) 


x= (r, v) (9,4) 


— 
— 
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ist. Die Unabhangigkeit der beiden Variablen x und r beriicksichtigend, erhalten 
‘wir mit Hilfe von (9,1) 


mete O(r*) (| 9x 6z 


=(— OZ) Ot 


| 2 Ox Ox Ox Ont Qt Gxt ” 
a OT 
| =i 
D Oxt- 
| wo wir die Relation 
esa, Be 
beniitzt haben, folglich 
Ot r 
= 9.6 
Ox x (95 ) 


ist. Ahnlich erhalten wir ohne weiteres, dass 


Ox Or 
=) a ae ee ot 9,7 
Ox i OT % ( ) 


gilt. 


Schreiben wir noch den Normierungsfaktor (7, 3) in die folgende Form : 


a= 2ar(s)r (= = -— Ir(3] ‘ (9,8) 


Endlich wollen wir noch darauf hinweisen, dass der Parameter t, wie 
wir das schon im § 5 besprochen haben, eine implizite Funktion der Koordinaten 
x” ist, infolgedessen sich die partielle Ableitung einer Funktion F(x,7) nach 

der Formel 


oF | oF ot _ OF | OF ty 


OF 
> Ox) «Ar Ox = Ol! OO 


Ox 


(9,9) 


berechnen lasst. 


§ 10. Die Potentiale von Lienard und Wiechert 


Berechnen wir jetzt mit Hilfe der Rieszschen Methode die Potentiale 
die durch die Ladung des Punktelektrons erregt sind und in der klassischen 
Elektronentheorie als die Potentiale von Liénard und Wiechert bezeichnet zu 
werden pflegen.® 
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Durch die Hinfiihrung der neuen Integrationsvariable lasst sich die 
Gleichung (8,2) mit Bericksichtigung der beiden Formeln (9,3) und (9,9) 
in der folgenden Form angeben: 


a cA e(a — 2) rt ae 
Ss 2 (ay) BE OH (10.1) 
re) 


Jetzt wollen wir folgende allgemeine Formel beniitzen : 


lim B J fix) P| dx = f(0) , (10,2) 


po+o 0 


die jedesmal giiltig ist, wenn das Integral fiir 6 >0 existiert und die Funktion 
f(x) fir x =0 stetig ist. 
Da unser Integral fiir 2<a<3 konvergiert, erhalten wir fir a—~2+0: 


| 


evi 


(r,v) \o 


evi 


Aq! (P) = — (10,3) 


it) 


wo der Index 0 die Bedeutung hat, dass unser Ausdruck in der Klammer zur 
retardierten Zeit betrachtet werden soll. 


§ 11. Die Potentiale von Bhabha und Corben 


Die Potentiale des durch das magnetische Moment des Elektrons erzeugten 
Anteiles des elektromagnetischen Eigenfeldes haben erst Bhabha und Corben 
angegeben. Jetzt wollen wir sie mit Hilfe der Rieszschen Potentiale auf eine viel| 
einfachere Weise berechnen. 


Durch Einfithrung der neuen Integrationsvariablen kénnen wir die ir 
der Gleichung (8, 3) angegebenen Riesz-Potentiale folgendermassen umformen 


) ay § (a— 2) (sme a—3 ; | 
AGED ae 24-2 {T(aj2)\2 r | pe ah (11,1) 


Man sieht unmittelbar ein, wieweit sich die Berechnungen unserer Integral| 
durch die Einfihrung der neuen Integrationsvariablen vereinfachen lasser 
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Da die beiden Variablen x" und r voneinander unabhingig sind, kann die Reihen- 
folge von Differentiation und Integration vertauscht werden, womit 


sve 


% 


7? dr 


(a) ee § (a rer 2) . 
Bon 24-25 T(a/2)¥2 J < 


ist. Durch Anwendung der Formel (9,9) ergibt sich 


sue Se 8x 8 SUM) 8x18 (r, SH 
Hu Ox OT \ 4 es x Ot % 
infolgedessen ist 
Seeman rele 
2 2e-1f T(a/2)¥2 rates \ | 2 (11,2) 
0 


Nach dem Hilfsatz (10,2), da unser Integral fiir 2<a<5 existiert, erhalten 
wir durch den Grenziibergang a—>2-0 


14a 


x OT 


Aa) (P) = g : (11,3) 


0 


tea 


Ty | 


wo der Index wiederum bedeutet, dass der Ausdruck in der Klammer zur retar-- 
dierten Zeit betrachtet werden soll. 


§ 12. Der elektromagnetische Feldtensor 


Nachdem wir die beiden Potentiale Aayu und Aa) berechnet haben,,. 
| werden wir jetzt den Feldtensor F fm bilden, der sich, wie wir das in der Gleichung 
| (4,2) angegeben haben, aus den Tensoren F(),und Fi), zusammensetzen 
\ lasst. Fiir die Durchfiihrung dieser Rechnung kénnen wir unsere Resultate (10,3), 
| baw. (11,3) nicht unmittelbar beniitzen, da die Beriicksichtigung der Retardie- 
rung bei der Rotationsbildung (5,5) infolge der Abhangigkeit der retardierten 
| Zeit t) von den Koordinaten x des Aufpunktes, die Rechnung sehr erschwert. 
| Um die erwahnten Schwierigkeiten zu vermeiden, wollen wir auch fiir die 
beiden Feldtensoren Foaypy baw. Fray die entsprechenden Rieszschen Gréssen 
FQ und FS uv definieren, wo 


FO, =Vin AGy bew. PB, =Vip AB (12,1) 
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sind und dann die beiden bestimmenden Grissen F(1),,, und F(2),, durch analy- 


tische Fortsetzung, bzw. durch Grenziibergang a—2+0 bilden; d. h. 


2 a : = 2 
Fayyy nd FR uv Fs) py = FR wy a 


Durch Anwendung unserer Formel (9,9) erhalten wir 


FO wy (P) = 


% 


—e(a—2) c ey 8) 
20-2 §T(a/2)}2 J % 8t 
0 


infolgedessen mit Hilfe von (10,2) nach (12,2) ist 


Fay = ex 


Ib) =a ea 
% Or | 


0 


damit haben wir, ausfihrlicher ausgeschrieben, dass 


x 


Vi uw Ty] 5 Vip Ty] 
Feuese 1—(r.v)I— 


(r-v)° (r,v)* Jo 


The Pv) | 13 dr; 


(12,2) 


(12,3) 


(12,4) 


(12,5) 


ist, wo der Index wieder bedeutet, dass der Ausdruck in der Klammer zur retar- 


dierten Zeit betrachtet werden soll. 
Bei der Berechnung von Foe) uv haben wir entsprechend 


g(a—2) fl 8 ( Spr 
MBM Tamp xP ae «It 


ODieieo 
dircsleces 


x 


Dieses Integral konvergiert fir 2<a<7. Wir kénnen also den Grensiberganiil | 


(10,2) beniitzen, somit ist 


lol 
Feo =e] 2 [Pe] + fe) pal 
0 


Ot “ 


roTip S'S] ||| me 


(12,6) 


(12,7) 


| 
' 
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bzw. 
948 


2 


x" [==547 
| 
« Tip S'!8\) 79 — 3 


(ers 
cee io ae 


Les 
F(2)uv = g 2 Suv +2—Sy,+3 
M4 


“3 (vt Sy T+ rip S'S ly) Cores 


(12,8) 


‘ 1 : 
SAL in S!el) To) a es (In Sie, To + 2 Vin SiQl,y Vo — 


— 20fp S'2y) rg — Typ S!8y vp — 2rpyS'2yp v9 + r[wS!9\,y Fa) ss 

0 
wo x =(r.y), ~” =(r,v) sind und der Index wiederum bedeutet, dass der 
Ausdruck in der Klammer zu der retardierten Zeit betrachtet werden soll. 
Wir kénnen unsere Resultate mit den entsprechenden Formeln von Bhabha 
und Corben vergleichen, die sie mit einer anderen Methode berechnet haben. 
Die Ubereinstimmung lasst sich vollkommen nennen, da man die beiden Unter- 
schiede, dass namlich bei ihnen in dem letzten Term — 2uty sigh To statt 
— 2p Ssiei,, To bzw. +ry sigl,, Ve statt — Ti sie, Up stehen, offensichtlich 

nur auf Druckfehler zuriickzufiihren hat. 


§ 13. Der Energie-Impuls-Tensor 


Den Energie-Impuls-Tensor wollen wir mit Hilfe eines ahnlichen Verfahrens 
definieren, wie das in der bekannten Theorie des elektromagnetischen Feldes 
ublich ist, bzw. erst wollen wir die entsprechenden Rieszschen Gréssen einfiihren : 


Tr — we Ba peg, — + Suv Ne For |, (13,1) 
4a 4 
die sich nach (4,2) auch in der Form 
TE) = TQ + Tuy + TR uv + TR pv (13,2) 
anschreiben lassen, wo : 


eG 1 ( (a 
doc T= FRO Fujoo— 7 bee Fier FS 


1 
( (a 
40 Tuy = FQuc FAS oe F Sor Fie", 


1 
( a 
4x TE) uv ae (Bue FB2— yd Fihoo F (Be, 


il 
( (a 
4 TE) v= FRue FQ — Fee FR 00 FG” 
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° 


Aus den beiden Gliedern TE) wv und Ew ereiDy sich, dass das Feld 
keine einfache Superposition der Felder FQ uy und FS» ist, sondern die 
durch die Ladung bzw. durch die magnetische Dipolladung des Elektrons erregten 
Felder miteinander in Wechselwirkung stehen, damit kanu aber das Auftreten’ 
derjenigen Glieder, die in dem Ausdruck der Lorentzschen Selbstkraft bisher 
nicht vorgekommen sind, als begriindet angesehen werden. | 

Die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors werden wir jetzt nicht durch- 
fahren, sondern wir wollen uns mit den damit verkniipfteu Problemen in unserer 
nachfolgenden Arbeit befassen. Die Rieszsche Methode gibt uns namlich die) 
Mdglichkeit, die Lorentzsche Selbstkraft direkt herzustellen. 


§ 14. Die Berechnung der elektromagnetischen Feldtensoren in einem Punkt 


der Welitlinie 


Um die Selbstkraft berechnen zu kénnen, wollen wir jetzt die elektro-| 
magnetischen Feldtensoren auch in den Punkten der Weltlinie angeben. Damit! 
werden wir die Riickwirkung des Eigenfeldes auf das bewegende Elektron unmit- 
telbar erhalten. Die entsprechenden Feldkomponenten werden nach der klas- 
sischen Theorie des Elektrons entlang der Weltlinie, wie es wohlbekannt ist: 
streng divergieren, aber wir kénnen gleich sehen, wie sich der endliche Anteil 
unserer Integrale mit Hilfe der Rieszschen Methode berechnen lasst?. 

Es sei also unser Aufpunkt P(x) im Gegensatz zum Vorhergesagten eit 
Punkt der Weltlinie, und wir haben die beiden in den Gleichungen (12,5), bzw 
(13,8) angegebenen Feldtensoren F(i),» bzw. F(2)yy zu berechnen. 

Um unsere Rechnungen zu erleichtern, gehen wir von unseren vorherige| 
Gleichungen (12,3) und (12,6) des Fia),, bzw. des F(2),» aus und nach einiger 
Umformungen kénnen wir die analytische Fortsetzung durchfihren. 

Als Integrationsvariable fiihren wir wieder die Bogenlange 7 ein, un¢ 
so erhalten wir, durch Beniitzung unserer Gleichung (9,3), nach partielle) 
Integration, dass 


(a) ae les 2G 8) P 
Fe pirat == ga—2 {TP (4/2) TE Vv) Tom ae (14,1 


bzw. 


AS 3 
% OT 


ate g(a—2) j oe 1 8 (rerty S203 \l| 
Sy = 29-247" (a/2)}*. Ot “x Ot x | | 
sind. Es lasst sich unmittelbar zeigen, dass das Integral (14,1) fiir 2<a< 
und das Integral fir 2<a<7 eine regulire Funktion des Parameters a is 
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somit sind die beiden Integrale durch analytische F ortsetzung nach dem 
Rieszschen Theorem auch fur a—>2-+0 definierbar. 


Wir wollen unsere Integrale in zwei Bestandteile zerlegen. Erst wollen 
wir von —co bis A integrieren, dann die Integration auf das Interval (A, T%,) 
ausdehnen. Das erste Integral bleibt in den beiden Fallen auch fiir den Grenz- 
ubergang a— 2+-0 endlich, somit verschwinden die entsprechenden Auteile 
unserer Potentiale wegen der vor den Integralen stehenden Faktoren fiir a = 2. 

Um die beiden anderen Integrale berechnen zu kénnen, entwickeln wir 
die Integranden in der Umgebung von 7, in eine nach den Potenzen kg —t| ==¢ 
fortschreitende Poténzreihe. So erhalten wir 


Ly Le ates iG 
Tye = —€\(¥u)o + os (Yu)o& + “e (Bu )o e + 5g (mb Bs 
+—— joe + oe, 
20s 


wo wir beriicksichtigt haben, dass (r,,)) =0 ist und O(e") diejenigen Glieder 
der Reihe bedeutet, die wenigstens die Potenz e” enthalten. In gleicher Weise 


haben wir auch Vu» Uns usw., bzw. Siy, Suv, usw. zu entwickeln, Damit sind 


: : : alle 
Pa) 1 — = (ity — = (et) @—[ Ee ag ales + 000, 
e . Phe eds . 
La Ea Sas (euro > (tH MI)o& + O (é*) | ’ 
r2 = e2)] — ee (v2)o 2 ik (v, vo e+0 (| 
12 12 


usw., wo wir beriicksichtigt haben, dass 


(3) 


Meee? (v,¥) + 3(v, v) =0, 
(v,v) =0, (v,'¥) + 4(v,¥) Be eee 
(v,v) + v2=0 usw. 


_bestehen. ' 


% 
a 
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Fihren wir den Entwicklungsparameter ¢ als neue Integrationsvariable 
ein, so erhalten wir: 


—e(a—2)(a—A) eri . 
F@ = e(a ea-4 . = v 
() pu go-2f T (a/2)¥ 2 Clan vio + 
PA ae i 
+ a (Lp %v)o& + O (€*) jae 
und die analytische Forsetzung ergibt, dass 
: 2e |. 
Fp = i (fp vI)o (14.3) 


ist. 

Der Feldtensor F(2),» des durch das magnetische Dipolmoment des Spin- 
elektrons erregten Eigenfeldes lasst sich auf entsprechende Weise berechnen. 
Diese Rechnungen enthalten keine prinzipiellen, Schwierigkeiten, sind aber sehr 
weitschweifig. Hiernach wollen wir nur unsere Resultate angeben: 


2 (2 pap Nace Serre: 
Fi2)pv = & iat (Sub =e 3 (v*)o (Spo —-— (V; V)o (Spv)o = 
1 lol i 4 Slal . 4 Slel., 4 
a 3 (Vp Sey vp)o— 3 (vtpsS > vl Vo)o ae (Yn S' Vo)o 
A @) 2. 4. be eae 
ata, (vp Sie! Vo)o Bae 3 (Vl Sie Uo)o a7 (vp S'e) Vo)o 
pate. Dae : AS ee 
pd (YLp Sey Up)o Tyg ne eee (Clan S'ely) Up)o (14,4) | 


1 (3) 
oe i (Mn Sil, U)° ae 


— (v)o [ety S'2hy Vo)o + (Pp Sie) V9)o + (vp S'@!,) ¥)o] — 

ei ie 

2 

Unsere Resultate (14,3) und (14,4) kénnen wir mit den frither angegebenen. 


Formeln von Dirac? und Fremberg? bzw. mit den Formeln von Bhabha und 
Corben’ vergleichen. Im Falle von F(1),» kann man die Ubereinstimmung durch 


Bate. 
(V, Vo (Un S'ehy Up)op * 
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unmittelbare Vergleichung der entsprechenden Formeln erkennen. Um auch 
die Ubereinstimmung unseres Ausdrucks F (2)uy mit der Gleichung (140) von 
Bhabha und Corben beweisen zu kénnen, haben wir fiir die Koeffizienten ihrer 
Gleichung die Werte hk, =1/3, ky =— 7/15, kg = 1/3, ky = 4/3, kg =0 ein- 
zusetzen. In dem Term, der dem Koeffizienten k, angehdrt, lasst sich ein Unter- 
schied angeben. Darauf haben aber auch Harish—Chandra® bzw. R. C. M. ajumdar 
und S. Gupta’ in einer anderen Untersuchung hingewiesen. Weiterhin steht bei 
ihnen in dem dritten Term statt 5/6 der Faktor 2/3. 

Wir wollen auch darauf noch aufmerksam machen, dass auch die Frenkel- 
sche Bedingung erfiillt sein muss, also 


0) S% = 0, Up S2y + 2vg S2, + v9 $2, =0, 

: (3) pe ese (3) 

U9 S% + vp S8y = 0, Vp Sy + 309 S-ay + 3v9 Sy + v9 S&,=0, usw. 
sind ; damit kénnen wir elementarerweise fir F (2)uv die Formel 


2 @) Bh 6 a Sues vac 
F(2)uv = 6 “ (Sv)o a 3 (v”)o (Suv)o Sie 6 (V, V)o (Spv)o a 


1 : -° é 1 (3) 
i (Clan Sie!) Vp)o ai (Pt Sie, Uo)o a 3 (ep Sig! Vo)o ae (14,5) 


Oe ee : ye Betis Oi) eae 
ae 3 (vin Sie, Vp)o aks (ofp S'gly Ve)o ha 3 (vfp S'2ly) Vo)o - 
12, (v) (v(y Sieh) Up)o 


herleiten, welche den gesuchten Ausdruck fiir den Feldtensor des vom magne- 
tschen Dipolmoment des Elektrons erregten Eigenfeldes entlang der Welt- 
linie angibt. 


§ 15. Bemerkungen zur expliziten Berechnung der Selbstkraft 


Um die Selbstkraft (6,4) berechnen zu kénnen, haben wir die Methode 
anzuwenden, die wir in dem vorhergehenden Paragraphen ausfiihrlich bespro- 
chen haben. 

Hierbei entsteht nur bei der Berechnung von Vp Fyy eine neue Schwierig- 
keit, die wir im folgenden noch besprechen wollen. 

Es gilt nach (4,2), dass 


Vo FLD = Ve Fuvtiy + Vo Fst 


202 J. ¢. HORVATH 


ist, und durch wiederholte Anwendung unserer Gleichung (9,9) lassen sich die 
Formeln 


co 


e(a— 2) ie i) {setuon 4 
22-24 T'(a/2)}* “x OT xn 


Vo FaS2= 
0 


(15,1) | 
+z [ete sar 
“x OT x s 
bzw. : 
gash sel. ou soalaery Ss | 
VF (a) a ey 
Rae 22-2§ T(a/2)}? sa ar | x at Pa 
F | 
(15,2). 


T(w Sie e Solu Sey Tie 1 9 (rortu Sly ro soa 
% ey 96 x OF x” 


herleiten. Es ist offensichtlich, dass das Integral (15,1) fiir 2<a<7 und das 
Integral (15,2) fir 2<a<9 eine regulare Funktion des Parameters a ist ; somit 
bekommen wir durch analytische Fortsetzung fiir a—>2+0, dass 


13 Sop] alee er ToT Yv] 
Vo Fa) py = —ie ae a ik ae | Fa , (15,3); 
und 

1 9,1 8 FoSpy Solp S!Qy ro 

Vo Fu =8)7 Or |x Ot m % 
(15,4 
Tip Sol PPO ATs ri S'ely ro | 
Bsur x ; x OT y v 


sind, wo der Index wiederum bedeutet, dass die Ausdriicke in den beidei 
Klammern zur retardierten Zeit betrachtet werden sollen. 

Den expliziten Ausdruck der in den Gleichungen (6,2) und (6,4) definierte: 
Gréssen Fiyyv baw. Fi2)yv wollen wir mit den Problemen zusammen, die mit de 
elektromagnetischen Masse das Spinelektrons verkniipft sind, in unserer scho: 
erwaihnten nachfolgenden Arbeit eingehend behandeln. 
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17. Die Lichtgeschwindigkeit wollen wir im folgenden als Geschwindigkeitseinheit wahlen. 


18. Mit der wohlbekannten Kritik dieser anschaulichen Auffassung wollen wir uns hier 
nicht beschiftigen. 


19. Wir wollen im folgenden zur Vereinfachung unserer Schreibweise eine der Schouten- 
schen Symbolik ahnliche Abkiirzung einfiihren : 


A 
- H. A. Lorentz, The Theory of Eluctrons (Leipzig, 1909). 
.6.M 


2 


AfpByy = A,B, & AB, 


Diejenigen Indices, die an dieser Kommutation nicht teilnehmen, werden wir zwischen vertikale 
Linien setzen : 


ANloawe | Bre = Augs.. ie Bz... ae = Aygo..." °" Beas. 
Somit bedeutet (2,7) ausfiihrlich ausgeschrieben 
Muy = Syv + v? Sup vy —"v? Syo Ups 


Bei Schouten'* ist auch noch ein Faktor 1/, eingefiihrt, mit diesem wollen wir aber unsere 
Formel nicht komplizieren. 

20. Wir haben die Lichtgeschwindigkeit als Geschwindigkeitseinheit gewahlt : ¢ = 1 
Somit entspricht dieses Glied dem wohlbekannten Ausdruck myc?. 

21. Mit dem wichtigen Problem, wie die Ausfiihrung der Variation sich durch infinitesimale 
Transformationen begriinden lasst, werden wir uns hier nicht beschéftigen, sondern begniigen; 
uns mit einem Hinweis auf die bekannte Arbeit von Pauli. (S. also J. I, Horvath und A. Moor*). 

22. An dieser Stelle méchte ich Herrn S. B. Nilson (Lund) fiir seine wertwollen Ratschlige 
meinen besten Dank ausdriicken. 

23. Es ware hier nicht am Platze die angefiihrten Resultate zu beweisen, bzw. in Einzel- 
heiten einzugehen, daher wollen wir auf die Originalarbeiten von M. Riesz, baw. auf die Disser- 
tation von N. E. Fremberg* hinweisen. 


A Acta Physica 111/34 
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YPABHEHHMA JBYWXKEHMA SJIEKTPOHA 
A. Yopsar 
Peswme 


B craTbe paccmaTpuBawTCA ypaBHeHHA ABH OKEHUA 9EKTPOHa C yHeTOM ero CHMHOBOrO 
momenta. M3n0.KeHHand TEOpHA ABIAeTCA WaIbHeHWHM PasBATHEM coo6paxxenui MW. UW. dpex- 
Kena (1926), MOCKONbKy OHA YYHTbIBAeT HU BosyelicrBue COOCTBeEHHOTO MONA SeKTpOHa Ha 
jewoKenne smexTpona. V3 JlarpanKmana, ABIAIOMIerocA MIpAMBIM oOoOmjeHuem JlarpaH)KHaHa, 
TIpeqNOKeHHOTO DpeHKeNeM, BbIBOMATCA ypaBHeHHA NOMA M BHOKeHMA. C NOMOMbIO BApHalun 
BeKTOPHOTO NOTeHUMasa ObIIM NOyAeHbI ypaBHeHHA NOMA, a C TOMOM{bO BApHallMH MHPOBbIX 
AMHUM 9eKTpoHa — ypaBHeHHA ABHKeHUA. Bo BTOPOH YacTH paOOTHI BLIYMCIAIOTCA MOEBBIC 
dbyHkuM coOcTBeHHOTO NOMA 9NeKTpOHa NO MeTOAYy M. Puca (1949), KOTOpHIn mosBonAeT 
BBIBeCTH BLIPAXKeHUA JIA BEKTOPHOTO NOTeHUMasa, MHTCHCMBHOCTH NOI H COOCTBEHHOH CHJIbI 
10 MHpOBOM TMHMM 9eKTpOHA, ropasqo Mpome Merona ll. A. M. Jupaxa (1938). PesyapTaTei 
XOpOWO CcOrmacyioTCA C pe3syIbTaTaMu P. K. Maromaap u I. Pynra (1949), nonyyenHbima 
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(Eingegangen: 4, VI. 1953) 


Die Apparatur besteht im wesentlichen aus einem Monochromator konstanter Ablenkung, 
welcher mit einem zweiten- Kollimator erganzt wurde. Ihre Anordnung und Wirkungsweise 
ist die folgende. Das durch den Austrittsspalt subjektiv beobachtete Gesichtsfeld des Mono- 
chromators wird durch Abdeckung der oberen Halfte der vorderen Prismenfliche mit einem 
undurchsichtigen weissen Schirm in zwei Teile geteilt und als Photometerfeld benutzt. Der 
weisse Schirm wird durch das auszumessende Licht beleuchtet ; in der unteren Halfte des Gesichts- 
feldes wird zu dem spektralreinen Licht weisses Licht mit Hilfe des zweiten Kollimatorrohrs, 
durch Reflexion an der vorderen Prismenflache, in messbarer Weise zugemischt. Bei Ausmessung 
_ von Kérperfarben wird das Objekt an dem Schirm angebracht und mit weissem Licht beleuchtet. 
Die Anordnung wurde zu Messungen an gelben Autolampen sowie an verschiedenen ungarischen 
Paprikasorten benutzt. Hierbei ergab sich fiir die allerbeste Sorte die dominierende Lichtwellen- 
ange zu 6073 A, die Sattigung zu 87% ; bei abnehmender Qualitat nehmen beide Gréssen ab. 


Einleitung 


Die in Rede stehende Apparatur hat Verfasser noch als Mitarbeiter des 
Tungsram Forschungslaboratoriums im Jahre 1939 fiir einen ganz speziellen 
Zweck, nimlich fiir die Untersuchung des gelben Autolichtes ausgearbeitet 
und in einem internen Fabriksbericht beschrieben, welcher damals auch einigen 
befreundeten Industrielaboratorien zugesandt wurde. Verfasser hofft, dass die 
Kinfachheit und vielseitige Verwendbarkeit der Apparatur diese so sehr ver- 
spatete Mitteilung dariiber noch als berechtigt erscheinen lassen wird. 

1. Die Vorteile des gelben Lichtes fiir Autobeleuchtung gegeniiber dem 
gewohnlichen (weissen) Gliihlicht: Vergrésserung des Kontrastes, Erhéhung 
der Sehscharfe und der Sichtbarkeit, Verminderung der Blendung, insbesonderé 
bei nebligem Wetter, schnellere Adaptation des Auges, wurden in den dreissiger 
Jahren allmahlich bekannt [1]. Dementsprechend wurden die Autolampen mit 
gelben Kolben in immer steigendem Masse verwendet, und ihre Benutzung 
wurde in mehreren Landern fakultativ, oder auch obligatorisch. Die betreffendén 
offiziellen Verordnungen enthalten ganz genaue Vorschriften beziiglich der 
Kigenschaften des gelben Autolichtes. Im Sinne der franzésischen Vorschrift [2] 
soll die dominierende Lichtfarbe bzw. Lichtwellenlinge des gelben Lichtes 

“gwisehen- 5750 und 5850 A liegen ; die Sattigung soll héchstens 98 Prozent 


* Die Redaktion bedauert mitteilen zu miissen, dass Herr Prof. Paul Selényi am. 
2l-ten Marz 1954 in Budapest gestorben ist. 
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und die Lichtdurchlassigkeit des Kolbens mindestens 70 Prozent betragen. Ahn- 
liche Vorschriften gelten in Holland [3]. Fur die dominierende Lichtwellenlange 
sind dieselben Grenzen vorgeschrieben wie in der franzosischen Verordnung ; 
die Sattigung soll mindestens 85 und hichstens 98 Prozent betragen. Der zulassige 
Wert der Absorption wird nicht vorgeschrieben, dieser ist aber — wie leicht 
einzusehen — durch die Grenzwerte der Sattigung ebenfalls schon festgestellt. 
Die in diesen Vorschriften benutzten optischen Begriffe (dominierende 
Lichtfarbe, bzw. Lichtwellenlange und Sattigungsgrad) sind wohl allgemein 
bekannt. Wird eine Farbe in dem Maxwellschen Farbendreieck (siehe Abb. 1) 
durch den Punkt P representiert, so geben die Dreieckskoordinaten PA =r, | 
PB =g und PC =b den Rot-, Griin- und Blaugehalt der betreffenden Farbe 
an. Wird der Punkt P mit dem Mittelpunkt C des Dreiecks (mit dem »Weiss- 


GRUN 


Abb. 1. Das Maxwellsche Farbendreieck 


punkt«) verbunden, so gibt der Schnittpunkt D dieser Geraden mit der Kurv 
der reinen Spektralfarben die dominierende Lichtwellenlinge, das Verhaltni 
OP/OD den Sattigungsgrad an. 

Die Benutzung dieser beiden Begriffe an Stelle der Dreieckskoordinate 
ist sehr vorteilhaft. Die Angabe der Dreieckskoordinaten sagt uns nichts. Wir 
uns z. B. eine Farbe beschrieben, welche folgende Zusammensetzung hat 
21% Rot +79% Grin +0% Blau, so haben wir keine Ahnung, dass die: 
die wohlbekannte gelblich-griine Spektralfarbe von der Wellenlange 5550 Ais 
fiir welche das Auge seine grésste Empfindlichkeit besitzt. Dominierende Lich 
wellenlange und Sattigung haben dagegen eine leicht fassbare und sehr anscha 
liche Bedeutung. Die d. Lw. bedeutet die reine Spektralfarbe, zu welcher ¢ 
in Rede stehende Farbe — subjektiv beurteilt — am nachsten steht, und d 
Grad der Sattigung gibt an, wieviel weisses Licht man diesem spektralrein 
Licht beizumengen hat, um die in Rede stehende Lichtfarbe zu erhalten. CL 
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Sattigungsgrad gibt also unmittelbar eine Vorstellung dariiber, ob wir es mit 
einem blassen, weisslichen oder aber mit einem stark farbigen Licht zu tun 
haben. Die oben angefiihrten franzésischen und hollandischen Vorschriften 
lassen z. B. sofort erkennen, dass das in Rede stehende gelbe Autolicht ein ziem- 
lich kraftig gefarbtes (gesattigtes) Licht sein muss, dessen Farbton etwas mehr 
eriinlich ist als der des bekannten rein gelben Natriumlichtes, dessen mittlere 
Wellenlinge 5893 A betragt. 

2. Fiir die Bestimmung der d. Lw. und des Sg. sind bisher zwei Verfahren 
bekannt. Das erste, mittelbare Verfahren ist z. B. in dem zitierten Buch von 
Monnier und Mouton (Seiten 94—102) ausfiihrlich beschrieben, soll also hier 
nur kurz angedeutet werden. Man bestimmt mit einem Spektralphotometer 
die Absorptionskurve des gelben Kolbenglases. Ausserdem muss die spektrale 
Energieverteilung der Lichtquelle (des Gliihfadens) bekannt sein. Aus diesen, 
sowie aus den bekannten drei Grundempfindungskurven des Auges kann man 
durch mehrmalige numerische Integration den Rot-, Griin- und Blaugehalt 
des betreffenden Lichtes berechnen. Man zeichnet dann den entsprechenden 
Punkt in dem Farbendreieck ein und bestimmt mit Hilfe der oben angegebenen 
Konstruktion die d. Lw. und den Sg. Wie ersichtlich, ist dies ein recht umstand- 
liches und mithsames Verfahren, dessen einmalige Ausfiihrung mehrere Stunden 
in Anspruch nimmt. 

Viel einfacher und leichter ausfiihrbar ist das andere Verfahren, welches 
‘in der hollandischen Vorschrift angegeben ist. Dieses Verfahren, bzw. die betref- 
fende Apparatur (s. Fig. VI der hollandischen Vorschrift) gestattet es, die 
d. Lw. und den Sg. unmittelbar, experimentell zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
werden das zu untersuchende gelbe Licht und reines Spektrallicht, das man aus 
einem Monochromator austreten lasst und dessen Farbe man beliebig verandern 
kann, mit hilfe eines Lummer-Brodhunschen Photometerwirfels unmittelbar 
miteinander vergleichen. In dem Strahlengang zwischen dem Austrittsspalt des 
Monochromators und dem Photometerwiirfel befindet sich eine um 45° geneigte 
planparallele Glasplatte. Durch Spiegelung an dieser kann man dem spektral- 
remen Licht weisses Licht beimengen. Man verandert nun. einerseits die Farbe 
des Spektrallichtes (mit Hilfe der Wellenlangentrommel des Monochromators) 
anderseits den Betrag des beigemengten Weisslichtes (dies. mit Hilfe eines ver- 
anderlichen rotierenden Sektors), solange bis die beiden Halften des Photo- 

“metergesichtsfeldes den gleichen Farbton und die gleiche Beleuchtung haben. 
Die Stellung der Wellenlangentrommel gibt nun unmittelbar die d. Lw. und die 
Offnung des Sektors den Sg. an. 

3. Bei einer Wiederholung derartiger Messungen habe ich nun gefunden, 
dass diese Apparatur sich noch wesentlich vereinfachen lasst. Man kann namlich 
den Photometerwiirfel mit angeklebten Linsen sowie den rotierenden Sektor 
— Apparate die nur in einem gut ausgeriisteten Laboratorium vorhanden sind — 
fortlassen und die ganze Messung mit einem einzigen Monochromator konstanter 


‘ 
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Ablenkung ausfiihren, den man mit einem improvisiert angebrachten zweiten 
Kollimatorrohr erginzt. Die so entstandene Apparatur und das benutzte Mess- 
verfahren wollen wir an Hand der Abb. 2 naher erlaiutern. Das Kollimatorrohr 
R,, Beobachtungsrohr R, und das Prisma Pr sind die iiblichen Bestandteile des 
Monochromators ; R3 ist das erwahnte zweite Kollimatorrohr. Der Eintritts- 
spalt S,; des Monochromators wird mit einer beliebigen Gliihlampe z. B. mit 
einer Autolampe mit Klargaskolben durch die mattierte Glasplatte G, hindurch 


beleuchtet. Das Auge des Beobachters befindet sich dicht hinter dem Austritts- 


L, 
y) 6 6, 
G 


a @ 


Abb. 2. Schematische Zeichnung der Apparatur 


spalt S, des Monochromators, sieht also die ganze kreisfoérmige Offnung des 
Objektivs O, in der jeweiligen reinen Spektralfarbe gleichmassig leuchtend 
(Maxwellsches Beobachtungsverfahren). Wir verdecken nun die obere Hialfte 
der Austrittsflache des Prismas mit einem undurchsichtigen weissen Diaphragma 
(Schirm) D,. Dies kann am einfachsten dadurch geschehen, dass man einen recht- 
winklig gebogenen, vorne weiss angestrichenen Blechschirm D, (s. Abb. 3) auf 
die Kante des Prismas auflegt. Hierdurch wird das Gesichtsfeld in zwei scharf 
angrenzende Teile geteilt. Wird nun die weisse Fliche D, mit der priifenden 
Lampe (L,) beleuchtet, so kann man die Lichtfarbe derselben mit der Spektral- 
farbe unmittelbar vergleichen und durch Verainderung der letzteren die dominie- 
rende Farbe bestimmen. Fiir einen genauen Farbenausgleich miissen wir zu 
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dem Spektrallicht noch weisses Licht in messbar veranderlichem Masse bei- 
mischen. Zu diesem Zwecke bringen wir das zweite Kollimatorrohr R so an den 
Monochromator an (s.Abb. 2), dass das auf der Austrittsflache des Prismas 


| reflektierte Bild des Spaltes S; den Spalt S, tibergrenzt. Da dieses Bild beim 
_ Drehen des Prismas sich verschiebt, so macht man den Spalt S3 entsprechend 
| weit und — zur Erleichterung der Einstellung — auch entsprechend hoch. 


(Man kann das Rohr R; einfach in einem Bunsenstativ einklemmen und die 
Einstellung aus freier Hand vornehmen. Durch die Beobachtung des Spaltes 


S, mit einer Lupe kann man sich von der richtigen Einstellung iiberzeugen.) 


Der Spalt S; wird mit dem fiir die Kolorimetrie normierten Weisslicht »B« 


_d. h. mit einer Gliihlampe von 2848° K Farbtemperatur durch zwei Fliissigkeits- 


filter FB, und FB, hindurch beleuchtet. (s. Comm. Int. Ecl. 1931. S. 19.) Eine 
mattierte Glasplatte G,; dient zur gleichmdssigen Beleuchtung des Spaltes. 


aD 


Abb. 3. Schirm (D,) und Diaphragmen (D, u. D,) zu der optischen Anordnung 


Um zu verhindern, dass der Schirm D, von diesem weissen Licht ebenfalls mit- 
beleuchtet wird, setzen wir vor das Objektiv O3; ein Diaphragma D3, welches 
nur die untere Halfte des Objektivs freigibt (s. Abb. 3). Somit wird die obere 
Halfte des Gesichtsfeldes (der Schirm D,) nur durch das Licht der Autolampe 
beleuchtet, die untere Halfte dagegen erhalt reines Spektrallicht und eine Zu- 
mischung von weissem Licht. Der genaue Farbenausgleich wird jetzt dadurch 
hergestellt, dass man 

a) durch Bestitigung der Wellenlangentrommel des Monochromators die 
Farbe des spektralreinen Lichtes, 

b) durch Verainderung der Weite des Spaltes S, die Starke des spektral- 
reinen Lichtes und 

c) durch Verainderung des Abstandes der Lampe Lz von dem Spalt S; 
die Starke des beigemengten weissen Lichtes so lange verandert, bis die beiden 
Halften des Gesichtsfeldes in Farbe und sina genau tberein- 
stimmen. 

Ist dies geschehen, so liest man die dominierende Lichtwellenlinge auf 
der Wellenlangentrommel unmittelbar ab. Es bleibt noch tbrig, das Verhaltnis : 
weisses Licht/spektrales Licht in der unteren Gesichtsfeldhalfte zu bestimmen, 
Dies ist eine typische Aufgabe der heterochromen Photometrie, welche im allge- 
meinen wohl nur durch die Anwendung der Flimmermethode zu lésen ware 
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In unserem besonderen Falle, wo die d. Lw. in dem »nicht sehr farbigen« Spektral- 
bereich um 5800 A liegt, konnten wir die gewéhnliche Vergleichsmethode mit 
gutem Erfolg verwenden. Es wurde folgenderweise vorgegangen: Man liest 
die Weite des Spaltes S, in Trommelteilen ab ; die abgelesene Zahl (as) ist. ein 
Mass der Stirke des Spektrallichtes. An der Stellung der Lampe L3 wird nichts 
geindert ; die Lampe L, wird ausgeschaltet, der Schirm D, entfernt und das 


Diaphragma D, (s. Abb. 2), welches nur die obere Halfte des Gesichtfeldes frei _, 


lisst, an die Eintrittsflache des Prismas angebracht. Somit haben wir nun in | 
der oberen Gesichtsfeldhalfte das (gelbe) dominierende Spektrallicht, in der 
unteren Halfte weisses Licht u. zw. die beiden in einem Verhiltnis, wie es eben 
zur Herstellung des Farbenausgleichs nétig war. Jetzt verandern wir die Weite 
des Spaltes S,, d. h. die Starke des Spektrallichtes so lange, bis die weisse und die 
gelbe Halfte des Gesichtsfeldes gleich hell erscheinen und lesen die Anzahl 
der Trommelteile (a,) ab. Es ist klar, dass a, ein Mass der Starke des weissen 
Lichtes ist,ebenso wie a, das des Spektrallichtes. Somit erhalten wir den 


apd Weiss ay 
Sattigungsgrad = —— == . 
weiss + spektral ay + ds 


Wir haben das Messverfahren sehr ausfiihrlich beschrieben, um eine Wieder- 
holung desselben zu erleichtern. Wir miissen aber betonen, dass die Messungen 
selbst — wenn die Apparatur einmal zusammengestellt ist — sehr leicht und 
schnell auszufiihren sind. 

Uber die Genauigkeit der Messungen kénnen wir folgendes mitteilen : 
Dank der grossen Empfindlichkeit des Auges gegeniiber kleinen Farbendiffe- 
renzen in dem in Rede stehenden Spektralbereich ist die Bestimmung der 
d. Lw. eine sehr genaue. Wiederholte Messungen stimmten meistens innerhalb 
5 A itberein, und auch die grésste Abweichung iiberstieg nicht 10 A. Aber auch 
der Sattigungsgrad konnte — trotz der grossen Farbendifferenz der zu ver- 
gleichenden Lichter — iiberraschend genau gemessen werden. Die Abweichung 
der einzelnen Messungen voneinander war im allgemeinen nicht grésser als 
1—2% ; grissere Abweichungen (4—5%) haben wir nur bei den Messungen an 
aussortierten, zu schwach gefarbten Kolben gehabt, wo das gelbe Licht bei 
weitem nicht gesiattigt war. 

Mit der beschriebenen Apparatur haben wir eine grosse Anzahl gelber 
Autolampen und Kolben verschiedener Herkunft (Tungsram, Yvel, Osram, 
Philips) untersucht. Das Ergebnis der Messungen kénnen wir in den folgenden 
Punkten zusammenfassen : 

a) Bei einem gegebenen Farbmittel — es handelt sich hier bekanntlich 
um ein mit Kadmiumsulfid gefarbtes Glas — veriindert sich die d. Lw. sehr 
wenig mit der Starke der Farbung d. h. mit dem Sg. Dies zeigt die folgende 
Tabelle, welche den Mittelwert der Messungen enthilt. 
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Sdattigungsgrad Dominierende 
Lichtwellenlange 
87% 5833 A 
92% 5839 A 
98% 5847 A 


Wie ersichtlich, verschiebt sich die d. Lw. mit zunehmendem Sattigungsgrad 
nach den langeren Wellenlingen ; die gesamte Anderung ist aber klein. (Der 
tiberhaupt kleinste und grésste gefundene Wert der d. Lw. war 5829 bzw. 
5862 A, dies Letztere bei 100% Sg.) 

b) Der Mittelwert der gemessenen d. Lw. liegt bei 5840—5843 A, also 
nicht in der Mitte, sondern fast an der oberen Grenze des vorschriftsmassigen 


Bereiches (5750—5850 A). 


Fur die Praxis der Lampenherstellung ergibt sich aus dem unter a ) Gesag- 
ten, dass eine standige Kontrolle der Farbe d. h. der d. Lw. der Kolben iiber- 
fliissig ist. Es geniigt, die Starke der Farbung d. h. den Sg. zu iiberwachen, was 


durch einfache Absorptionsmessungen geschehen kann. Nach unseren Erfah- 


Tungen geniigt eine Absorption von ungefahr 15° um den vorgeschriebenen 
Sattigungsgrad zu erreichen. 

Die obige Apparatur ist auch geeignet, derartige Messungen an farbigen 
Kérpern auszufiihren. Der zu untersuchende Kérper, z. B. ein Stick buntes 
Papier, wird auf dem Schirm Dy, befestigt, mit weissem Lichte beleuchtet und 
die Messungen, wie oben beschrieben, bewerkstelligt. Als Beispiel erwahnen wir 
die Farbenmessungen, die Verfasser noch im Jahre 1940 mit dieser Apparatur 
an verschiedenen ungarischen Paprikasorten ausfiihrte. Dabei wurde so vor- 
gegangen, dass der voriibergehend in horizontale Lage gebrachte Schirm D, 
durch Bestreuung mit Paprika und durch Anpressung derselben mittels einer 
Glasplatte mit einer gleichmassigen, an den Schirm haftenden Paprikaschicht 
von ziemlich glatter Oberfliche ttberzogen wurde. Die beiliegende Tabelle ent- 
halt einen Teil der erhaltenen Messergebnisse. 


Paprikasorte Dominierende _Sdttigung 

Lichtwellenlinge 
I. Vorziiglicher Delikatessenedelsiiss ............000eeeeeee 6073 A 87,0% 
MVE Y onziplicher’ Eidelstiss.. <i. ajs.2:a.9:4y0'0 oyejeieo's words oymateiaroiers ia ae 6064 A 84,5% 
SRPRMEN AL eine HELL. occ 6 atl is abyee baacentaichrlaiae oaeu emiecaise)s sat 6045 A 82,5% 
SURE NERC ISS WALE,¢\avehcse\clasarw widvecs sla soe alacavarshnl tuersteiebalsralelievsiors’s 5970 A WS 


Wie ersichtlich, hat die beste Sorte, No. I die tiefste rote Farbe und die grésste 
Sattigung. Mit abnehmender Qualitat nimmt sowohl die dominierende Licht- 
wellenlange wie die Sattigung ab; die Ausschussware, No. XIII fallt mit ihrer 
ahlen Ziegelfarbe aus dieser kontinuirlichen Farbenreihe weit heraus. 
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MPOCTOE OMTMYUECKOE YCTPOMCTBO DJIA ONPEMQENIEHUA DJIMHbI BOJIHbI 
VU HACHILJEHHOCTH LIBETHbIX CBETOB HW LBETOB TEJI 


Il. Wenensu 
Peswme 


YerpoiicrBo m0 cyulecTBy ABIAeTCH MOHOXPOMATOPOM C TIOCTOAHHBIM OTKIOHCHHEM 
JONOMHECHHBIM KOJIJIMMATOPOM, M Pa3SMeL[CHHBIMH B COOTBETCTBYIOUIMX MeCTAaX qMadpparmamy , 
Tipuxnunm padoret ycrpolicrsa saKmoyaeTca B TOM, 4TO MOC 3peHHA MOHOXpomaTopa — 
BUMMO€ CYOBCKTHBHO Yepes WEN BbIXONa — pasqeMAeTCA Ha ABe YaCTM HyTeM NepeKpbITHA 
BepXHeli MOJIOBMHEI MpH3Mbl HelmpospadHbIM OenbIM 9KPaHOM M MCHOM_3yeTCA, TAKUM OOpasOM, 
B Ka¥ecTBe NOMA 3peHuA PoTomeTpa. Bembiit 9kpaH OCBeMaeTCA U3MepACMbIM, CBCTOM. B HWDK- 
Heli TIOMOBHHE MOJIA 3peCHHA K YMCTOMY CIeKTpabHOMy CBeTy IIpHMelIMBAaeTCA Oenbii CBeT 
B u3gMepHMOM macuITade, mpH NOMOMM BTOpoit KOJWIMMATOpHOK TpyObl, MyTeM OTpayKeHUA 
oT nepegHeii noBepxHOcTH mpHsMmbI. IIpu usmepeHHH IBeTHBIX TCI OObeKT pasmMelaeTcA Ha 
okpane M ocBemjaeTcA GembIM CBeTOM. PacCMOTPCHHOE BbIIIe ycTpOlcTBO ObLIO HCHOb30BaHO 
ABTOPOM JIA H3MepeHHA CBeTa DKENTHIX ABTOMOOMMbHBIX hap MU PasiIMYHEIX COPTOB BeHrep- 
cKoro KpacHoro mepya. Ha OcHOBaHHM usMepeHHit KpacHoro Mepta OblI0 OMpeyeneHO, 4TO y 
WyaHx COpTOB KpacHOro NMepua AIMHa BOJIHbI AOMMHMPyIOUMx UBETOB coctapiset 6073 A, 
@ HacbIeHHOCTh 87% ; c yxXyAUleHHem KayecTBa 00€ BeMYMHbI yObiBanor. 


DER ENERGIE-IMPULS-TENSOR 
DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES UND 
DIE PONDEROMOTORISCHEN KRAFTE 
IN DIELEKTRIKA 


Von 


G. MARX und G. GYORGYI* 
INSTITUT FUR PHYSIK DER ROLAND EOTVUS-UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. F. Novobatzky — Eingegangen: 14. Juni 1953) ° 


Die auf das in ein elektromagnetisches Feld gestellte, ruhende Dielektrikum wirkende 
_ Kraft wird als Summe folgender Kriifte aufgefasst: der auf die in der polarisierten Materie 
entstandenen Dipole ausgeiibten Translationskraft, der zur Aufrechterhaltung der Polarisation 
gegentiber den quasielastischen Kraften notwendigen Kraft und der auf den Polarisations- 
strom wirkenden Lorentzschen Kraft. Der erhaltene Kraftdichteausdruck steht mit den 
Erhaltungssaitzen im Einklang und kann aus dem Abrahamschen Energie-Impuls-Tensor 
_hergeleitet werden. Im Laufe der Untersuchung des in Kristallkérpern auftretenden Drehmo- 
mentes und der durch elektromagnetische Wellen hervorgerufenen Kraftwirkungen wird gezeigt, 
dass diese Erscheinungen durch den Abrahamschen Tensor richtig beschrieben werden, 


§ 1. Einleitung 


Die Kraft, welche auf die im elektromagnetischen Felde befindliche Ladung 
einwirkt und durch das Lorentzsche Kraftgesetz beschrieben wird, ist im Vakuum 
genau bekannt. Das elektromagnetische Feld tibt aber nicht nur auf makro- 
skopische Ladungen und Stréme eine Kraftwirkung aus, sondern auch auf die 
elektrisch oder magnetisch polarisierbaren Dielektrika. Die auf die Dielektrika 
ausgeiibte Wirkung stammt von jener Kraft, die auf die innerhalb des Molekiils 
gebundenen Ladungen und Stréme wirkt, weshalb sie im Prinzip durch Summie- 
rung der mikroskopischen Lorentzschen Krafte berechnet werden kann. Diese 
Berechnungen fiihrten jedoch wegen der Probleme, die bei der Mittelwertbil- 
dung der die Produkte der Feldstiirken enthaltenden Ausdriicke und bei der 
Beriicksichtigung des inneren Feldes entstehen, zu keinen eindeutigen Ergeb- 
nissen [I—5]. Aus diesem Grunde sind trotz der Kenntnis des exakten, auch 
fir atomische Gréssenordnungen anwendbaren Lorentzschen Kraftgesetzes 
mehrere Fragen der Wechselwirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld 
und den Dielektrika (z. B. Drehmoment, Strahlungsdruck) auch heute noch 
umstritten. An Stelle von Berechnungen, die auf der Lorentzschen Elektronen- 
theorie beruhen, erwies es sich als zweckmissiger, von der phanomenologischen 
Elektrodynamik auszugehen und die auftauchenden Probleme durch allgemein 
anwendbare energetische Uberlegungen, durch die Untersuchung spezieller, fiir 
die direkte Anschauung zuginglicher Beispiele, durch Heranziehung der Forde- 


* G. Gyérgyi jetzt im Zentralforschungsinstitut fiir Physik, Budapest. 


214 G. MARX und G. GYORGYI 


rung der relativistischen Invarianz klarzustellen. Diese Uberlegungen fihrten 
dahin, dass sich die Frage der Kraft, die auf ruhende, keine permanente Polari- 
sation aufweisende Dielektrika in einem stationaren elektromagnetischen Feld 
wirkt, im grossen und ganzen klarte, wogegen selbst bei den einfachsten Strah- 
lungsprozessen (z. B. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie) sich 
widersprechende Ansichten ausbildeten. 

Im nachstehenden wird versucht, das Problem durch die Untersuchung 
der physikalisch wichtigsten Grosse, der ponderomotorischen Kraft, seiner 
Lésung niher zu bringen. Im Laufe dieser Uberlegungen sollen nur die ruhenden 
Dielektrika in Betracht gezogen werden. (Dies bedeutet keine Beschrankung 
der Allgemeingiiltigkeit, denn man kann ja, da der Transformationscharakter 
der vorkommenden Gréssen bekannt ist, mit einer Lorentz-Transformation 
jederzeit- auf den Fall bewegter Dielektrika iibergehen.) Des weiteren sei hier 
auch von der Untersuchung der permanenten elektrischen und magnetischen 
Polarisation abgesehen. Wenn nicht anders angegeben, beziehen sich die Unter- 
suchungen immer auf ein isotropes (homogenes oder inhomogenes) Medium. Zur 
Beschreibung des elektromagnetischen Feldes dienen die elektrische Feldstarke 
© und die magnetische Feldstiirke §, sowie der Vektor ® der elektrischen Ver- 
schiebung und der magnetische Induktionsvektor %. Die makroskopische 
Ladungsdichte sei mit @, die Dichte des konduktiven Stromes mit j, die elek- 
trische Polarisation des Materials (elektrische Momentendichte) mit $$ und die 
magnetische Polarisation (magnetische Momentendichte) mit Jt bezeichnet. 
Die Feldgleichungen lauten : 


1 3 Ast ays 
rp a Sf poe e 1 
ee Cynon c Ot () 
div D = 4x, (2) 
PR Argthe etpSe (3) 
Cutt (teh 
divS=0. (4) 


In einem ruhenden isotropen Medium haben noch folgende Zusammenhiange 
Giltigkeit : 
e—] 
4a 


O=C+4cR=c, P= 


G, (5) 


: —1 ; 
B= H+4aM = nH, M=A—— gH. (6) 
Ant ; 
Die Dielektrizititskonstante ¢ und die magnetische Permeabilitat sollen 


als von der Feldstarke unabhangige Ortsfunktionen angenommen werden. 
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§ 2. Die ponderomotorischen Krdfte im statischen Feld 


Das elektromagnetische Feld iibt auf die Materie aus mehreren Griinden 
eine Wirkung aus. Diese sollen nun der Reihe nach untersucht werden. 

Die Dichte der auf die makroskopischen Ladungen wirkenden Kraft 
betragt gemiss der Deutung der elektrischen Feldstirke 


fj =. (7) 


Das Kraftfeld wirkt aber nicht nur auf die ausserhalb der Molekiile vorhandenen 
Ladungen bzw. ionisierten Molekiile, sondern auch auf die intramolekularen 
Ladungen. Das im Dielektrikum auftretende elektrische F eld polarisiert das 
Medium. Das Feld iibt auf die ausgebildeten Dipole ebenso eine Translations- 
kraft aus, wie auf einen »permanenten« Dipol, wenn das Feld in der Richtung 
der Dipole einen Gradienten besitzt. Die Dichte der Translationskraft is bekannt- 
lich [1, 6]: 
. j> = (® grad) 6. (8) 


Durch eine einfache vektoranalytische Umgestaltung soll nun gezeigt werden, 
dass { bei innerhalb des Molekiils befindlichen Ladungen der Kraftdichte 
> entspricht. 


{ = (PB grad) 6 = —Ediv¥ + Div (Co). 


Dies kann als die Dichte der Kraft betrachtet werden, die auf die »freien Ladun- 
gen« von einer Volumendichte 9” — — div und einer Oberflachendichte 4°=%, 
wirkt. Wenn man namlich diese Gleichung iiber ein Dielektrikum vom Volumen V 
integriert, ergibt sich 


(2) = P J 2 
Ji dV Je eget Caf 


dessen anschauliche Bedeutung offenkundig ist. 

Die Wirkung des Feldes tritt aber nicht nur in der auf die Verteilung 
der »wahren« Ladungen und der Dipole ausgeiibten Kraft in Erscheinung, son- 
dern das Kraftfeld muss auch die Dipole durch Deformation der Molekiile aus- 
bilden und sie gegeniiber den innerhalb der Molekiile auftretenden quasiela- 
stischen Kriften auftrechterhalten. Die quasielastischen Krifte sind ndmlich 
bestrebt, die im polarisierten Medium getrennten positiven und negativen Ladun- 
gen wieder zu vereinigen. Dieses Bestreben der quasielastischen Krafte muss 
nun durch das elektromagnetische Feld irgendwie kompensiert werden. Die 
Arbeit, die bei der infinitesimalen Zunahme der im Volumteil dV befindlichen 
Polarisation vom Kraftfeld verrichtet wird, betrigt 


EdPaV, 


} 
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und so leistet das elektrische Feld bis zum Erreichen der vollstandigen Polari- 
sation §§ in jedem Volumteil dV des Dielektrikums die Arbeit 


G 
E— 


} fe dG av , 
Ax 
0 


xs 
a4—|Capav — 
; 


a4=(5-68)av. 


Demnach hetragt die in der Volumeinheit infolge der Polarisation gespeicherte 
Energie 


Pe== 8 - (9) 


Das dielektrische Medium ist bestrebt, die Polarisationsenergie auf ein Minimum 
- gu verringern. Dies zeigt sich dadurch, dass auch eine Kraftdichte von der 
Gestalt 


auftritt, die in die Richtung einer Verminderung der Dichte der Polarisations- 
energie weist. (pzist hier die potentielle Energie, die der auf die Volumeinheit 
wirkenden Kraft entspricht.) Dieses Kraftglied kann anschaulich auch so erklart 
werden, dass das Kraftfeld zum Ausgleich der quasielastischen Krafte im 
Dielektrikum den »Polarisationsdruck« pe hervorrufen muss. Die Rolle des 
Polarisationsdruckes lasst sich beim Quinckeschen Versuch beobachten: bei 
einer in einem U-Rohr befindlichen dielektrischen Flissigkeit kann in den Schen- 
keln dadurch eine Niveaudifferenz hervorgerufen werden, dass man den einen 
Schenkel des U-Rohres in ein zum Rohr senkrechtes, homogenes elektrisches 


Feld stellt. Die auftretende Niveaudifferenz entspricht laut der Messungen — 


gerade der folgenden Druckdifferenz [7] : 


e—l1 


&?. 


Pe = B= 


(Es sei hier bemerkt, dass f°) im Gegensatz zu {™ und f von den materiellen 
Eigenschaften des Dielektrikums, von der Natur der quasielastischen Krafte 
abhingt. Die Form (9) des Polarisationsdruckes ist nur im allereinfachsten Falle 
giiltig. Im Falle von Elektrostriktion wird diese Formel durch ein Glied, das 
die Ableitung von ¢ nach der Materiendichte enthalt, erweitert. In einem aniso- 
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tropen Medium sind die quasielastischen Krafte in den einzelnen Richtungen 
verschieden gross, deshalb tritt in diesem Falle ausser (9) auch eine tensorielle 
»Polarisationsspannung« auf.) 

Im vorstehenden wurden die elektrostatischen Wirkungen beriicksichtigt. 
Nunmehr sollen die magnetostatischen Kriifte betrachtet werden. Da es keine 
wirklichen magnetischen Ladungen gibt, ist auch keine magnetische Kraft 
vorhanden, die f‘” analog wire., Das dussere Feld ist jedoch imstande, eine 
magnetische Polarisation hervorzurufen, auf welche die ie analoge Kraftdichte 


f{ = (Mgrad) H (11) 


wirkt. Da das Feld die Polarisation sowohl hervorrufen als auch aufrechter- 
halten muss, tritt auch ein magnetischer Polarisationsdruck auf, der in der 
einfachsten Form in Analogie zu (9) 


Pm = = Hm (12) 


lautet. Die entsprechende Kraftdichte ist 


{© = — grad py =— grad iz om ‘ (13) 


Es seien nun die statischen Kraftewirkungen summiert : 


5 
f= Sf =06 + (grad) E + (M grad) § — grad {e 6B + 2 om (14) 
i=] 


Bei Heranziehung der Zusammenhange (5) und (6) kann die Gleichung (14) 
auch in einer einfacheren Form, wie folgt, geschrieben werden: 


1 e—l]1 ag} e—] 5 hee 
(® grad) & grad (- 6x) = Z, (Cerad) 6 grad = 6°) = 


~~ — | ered be G*) 4 (rot 6) x |— ooo Ge c:| easy 


1 
= (rot ©) x % — q 


G? grade. 


7 


Ebenso ist 


(M grad)  — grad es om =(rot )) x M— x §? gradu. (16) 
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Im statischen Feld sind © und § wirbelfrei. Wird dies in Betracht gezogen, so 
kann (14) bei Beriicksichtigung von (15) und (16) folgenderweise angesetzt 


werden : 


job — = Crgiade— Gerad : (17) 


Dieser Zusammenhang ist gut bekannt : auch wenn man vom Energiesatz aus- 
geht, lasst sich die Formel (17) der Kraftdichte eindeutig ableiten [8, 9], was 
die hier dargelegten Uberlegungen bestitigt. Die anschauliche Bedeutung des 
in (17) vorkommenden zweiten und dritten Gliedes wird durch die Zerlegung 
(14) gegeben. 


§ 3. Die auf Stréme wirkenden ponderomotorischen Krafte 


Auf den durch Stréme durchflossenen Leiter wirkt im magnetischen Feld 
erfahrungsgemass eine Kraft ein. Die Stromdichte steht laut der Maxwellschen 
Gleichung (1) in unmittelbarem Zusammenhang mit der magnetischen Feld- 
starke , deshalb sei angenommen, dass die durch das magnetische Feld her- 
vorgerufene Kraftdichte durch die magnetische Feldstirke bestimmt wird : 


(oO —-+ 4x. (18) 
Cc 


In der Literatur steht in der Kraftgleichung oft nicht die Feldstairke , sondern 
der Vektor % der magnetischen Induktion : 


eee ae (19) 


Wenn die Kraft, die auf die magnetisch polarisierte Materie wirkt, durch 
(11) ausgedriickt wird, kann das Kraftgesetz (19) nicht gleichzeitig mit (11) 
verwendet werden. Einstein und Laub [1] wiesen namlich an einem konkreten 
Beispiel nach, dass wenn man mit (11) und zugleich mit dem Kraftaus- 
druck (19) rechnete, der vom stationdaren Strom durchflossene, magnetisch 
polarisierte Leiter durch sein eigenes magnetisches Feld eine Kraft auf sich 
selber ausiiben wirde, so dass seine von Null verschiedene Resultierende ohne 
jegliche Aussenwirkung den Leiter in Bewegung versetzen wiirde. Einstein 
wies auch nach [1], dass sich aus der Integration der Kraftdichteausdriicke 
1 {far den Leiter, der sich im fusseren magnetischen Feld 9 befindet 
und von einem Strom von der Intensitat I durchflossen wird, nur dann die 
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von der Beschaffenheit des Drahtes unabhangige und durch die Erfahrung 
bestatigte Biot—Savartsche Kraft 


aoe (20) 


c 


ergibt (I bedeutet die Lange des Drahtes), wenn man die Kraftdichte (18) und 
nicht (19) verwendet. Die Benutzung des Kraftgesetzes (19) gleichzeitig mit den 
in (11) zusammengefassten Kraften fiihrt zu einem prinzipiell und erfahrungs- 
gemass unannehmbaren Ergebnis.1 

Die Tatsache, dass die Induktion $ bei der Kraft, die auf den strom- 
fiihrenden Leiter einwirkt, keine primare Rolle spielen kann, ist auch aus dem 
_ Folgenden ersichtlich. 

Man betrachte ein magnetisches Medium, das ausser der durch das magne- 
tische Feld hervorgerufenen reversiblen Polarisation 


Seats 
Ag 


auch eine permanente Momentendichte S)t* aufweist, d. h. bei welchem 
B =H + doe (M+ MA) = WH + dor Me, (20) 


Allgemein giiltige energetische Uberlegungen zeigen, dass bei einem solchen 
Medium im stationaren Kraftfeld der Ausdruck der ponderomotorischen Kraft 
folgende Gestalt besitzen muss [8, 9] : 


f= 06 — Gt grade——_ gt gradu + 43 x ug + ft, (21) 


wo f{* die Kraftdichte bedeutet, die auf die permanente Momentendichte t* 
wirkt. Es ist ersichtlich, dass die auf den Strom wirkende Kraft bei Ferromagne- 
ten in keiner Weise durch © bestimmt wird [8]. Uberraschend erscheint es, 
dass in der Formel weder $ noch , sondern das keine unmittelbare physika- 
lische Bedeutung besitzende “4 vorkommt. Aus diesem Grunde mige folgende 
Umgestaltung vorgenommen werden: aus (1) ergibt sich im stationdren Falle 


pris tou) : 
c 


1 In § 4 des vorliegenden Aufsatzes wird nachgewiesen, dass die von Gans (8) gegen die 
Arbeit von Einstein und Laub vorgebrachten Einwande die angefiihrten Ergebnisse nicht 
beriihren. 
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Wenn man diesen Ausdruck, sowie die Gleichungen (15) und (16) heranzieht, 
erhalt man 


f= oE + (B grad) € + 
(22) 


+ (Mgrad) §—grad is ER + +n] +—ixO+i 


Das heisst, dass der Ausruck § nur als Ergebnis einer mathematischen Zusam- 
menziehung auftritt, wahrend in der mit (21) mathematisch identischen Glei- 
chung (22) bereits die vorher gedeuteten Krafte vorkommen.+ 


Bisher wurde nur von der Kraft gesprochen, die auf einen durch molekular 
ungebundene Elektronen hervorgerufenen konduktiven Strom wirkt. Es ist 
indessen bekannt, dass bei der Polarisation des Molekiils auch die sich innerhalb 
der Molekiile verschiebenden elektrischen Ladungen einen sog. Polarisations- 
strom hervorrufen, dessen Dichte 908/dt betragt. Dieser Strom nimmt nach 
(1) ebenso an der Ausbildung des magnetischen Feldes teil, wie der konduktive 
Strom (d. h. er wirkt durch sein magnetisches Feld ebenso auf die benachbarten 
Magnete wie j). Deshalb muss bei dem im magnetischen Feld befindlichen Polari- 
sationsstrom eine ebensolche Kraftwirkung auftreten, wie beim konduktiven 
Strom (Prinzip von Aktion und Reaktion). Die Dichte der auf den Polarisations- 
strom wirkenden Kraft ist demzufolge [1] : 


{™ = ors 400 (23) 
@ eh 


Schliesslich muss auch die Kraft beriicksichtigt werden, die auf den durch 
die wechselnden magnetischen Momente gegebenen »magnetischen Polarisations- 


strom« wirkt und die im elektrischen Feld auftritt [1]. In Analogie zu (23) ist — 


sie durch den Ausdruck 


(C= ox (24) 


gegeben. (Eine gleiche Kraft tritt auch bei permanenten Magneten von wechseln- 
den Momenten auf [10].) 


Wenn man die bisherigen Ausfiihrungen in Betracht zieht, kann die Dichte — 


der in einem ruhenden isotropen Dielektrikum wirkenden, durch das elektro-— 


magnetische Feld hervorgerufenen Krafte in folgender Form geschrieben werden : 


1 Uber die Art des Zusammenhanges zwischen der Formel (18) und dem in den meisten — 
Lehrbiichern vorkommenden Lorentzschen Kraftausdruck f’ soll am Ende dieses Paragraphen ~ 


die Rede sein. 


c 
: 


————— 
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8 
: 1 /, Oy 1 fe) 
f= SO =c€ + ~(it F)xo+tex By 
i=1 (25) 


+ (B grad) 6 + (M grad) § grad ( ~6p +4 om). 
2 


In den Formeln kommt ausser der elektrischen F eldstarke © auch die magne- 
tische Feldstarke § vor. Daraus darf der Schluss gezogen werden, dass im magne- 
tischen Felde der Vektor §) eine in einem Kraftaufwand zutage tretende unmit- 
telbare physikalische Bedeutung hat. 

Fir praktische Berechnungen ist die Form (25) wenig geeignet. Deshalb 
sei sie nun einer rein mathematischen Umgestaltung unterworfen, wobei ausser 
_ den vektoranalytischen Gleichungen (15) und (16) nur noch die Maxwellschen 
Gleichungen (1) — (3) und die Zusammenhinge (5) — (6) gebraucht werden 
sollen. Mit Hilfe dieser Gleichung kann dann (25) folgenderweise umgestaltet 
werden : 


Bee erad 5 + (rot ) x Tyee ase = 
8x 87 


I fy rs) 1 ON 1 388 
=e +—(i+ 2) x04 € x <a x 8 
c Ot c Ot c Ot 
~ gy Cerede (22 A j x Dee edad jy a 
82 G Ot c 87 


1 
= ef Beds aa 60) SA Mn) oe OF eed eee raed ae 
c 87 8x 


1 (ay 4 am 3B aD 
—|— + € xX ———_ x B+ —= x M 
° ie xo . ot ot 3 Ot 


und schliesslich durch Zusammenziehen 


ike B arse Ln oy 9 ( eu—l1 

[=e + ix B— Ct grade——— St gradu + 2 feos Gx 9}.20) 
Diese Form der Kraftdichte kann leichter gehandhabt werden, da das erste 
Glied nur am Ort der makroskopischen Ladungen, das zweite nur am Ort der 
Stréme, das dritte und vierte nur an den Inhomogenitatsstellen der Dielektrika 
von Null verschieden ist. Das letzte Glied fiihrt im allgemeinen zu keinen mess- 
baren Kraftwirkungen, auf seine prinzipielle Bedeutung soll im § 6 und 7 
zuriickgekommen werden. 


5* 
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In den meisten Lehrbiichern steht der Kraftausdruck (26) als das durch | 
Verwendung des Energie- und Impulssatzes gewonnene Ergebnis. Die Verfasser _ 
der vorliegenden Arbeit sind der Ansicht, dass das daraus durch eine einfache 
mathematische Umgestaltung erhaltbare Kraftgesetz (25) die Griinde fiir die 
Entstehung der einzelnen Krafte besser zum Ausdruck bringt. (Zum Beispiel 
ist der Ursprung des dritten, vierten und fiinften Gliedes des Kraftausdruckes 
(26) nicht klar.) Die Gleichheit der Ausdriicke (25) und (26) weist gleichzeitig 
darauf hin, dass es in nicht-ferromagnetischen Dielektrika vom Gesichtspunkt 
des Endergebnisses gleichgiltig ist, ob man die auf die stationaéren oder quasi- 
stationdren Stréme wirkende Kraft gemiass der Formel (18) mit § oder auf 
Grund von (19) mit 8 berechnet, nur miissen im ersteren Falle die Krafte (14) 
und im zweiten die Krafte (17) in Betracht gezogen werden. Vom Gesichtspunkt 
der in den folgenden Paragraphen enthaltenen Ergebnisse ist es natiirlich gleich- 
giiltig, ob man die Form (25) oder (26) der Kraftdichte als von vornherein gegeben 
annimt. 


’ 

§ 4. Der Spannungstensor und der Feldimpuls : 

Der in den beiden vorstehenden Abschnitten abgeleitete Kraftdichteaus- ; 
druck (26) kann laut des allgemeinen Zusammenhanges i 
% 

6) i ; 

j= Dive —— (27) 7 

Ot NS 


der Feldtheorie aus dem Spannungstensor I und der Impulsdichte 9 hergeleitet 
werden, wenn man die Form von & und 9 folgenderweise ansetzt : 


ae (6D+H¥), (28) 


1 
Tuv Green ac Dv + © Dp + Dp Bv+ Dp By) — 


1 


cx hH. (29) 
Aztc 


j= 


(Hier ist u, v = 1, 2, 3.) Es ist ersichtlich, dass der Spannungstensor — ahnlich 
wie der Spannungstensor der Elastizititslehre — symmetrisch und die Feld-— 
impulsdichte dem Poyntingschen Vektor 


S=—- 6 XG (30) 
4 


proportional ist : 


G=ceq. (31) 


Das Plancksche Gesetz tiber die Tragheit der Energie wird also erfiillt. Die Form 
(28) und (29) der das Kraftfeld kennzeichnenden Gréssen stammt von Abraham 
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[11], der sie auf Grund relativistischer Uberlegungen ableitete. Dies bedeutet, 
dass die vorstehenden Ausfiihrungen das Ergebnis Abrahams von neuen Gesichts- 
punkten stiitzen. Die Gréssen (28), (29) und (30) wurden zusammen mit der 
Feldenergiedichte 


u=— (ED + HB) (32) 
82 


von Grammel zu einem relativistischen Energie-Impuls-Tensor zusammengefasst 
[12], dessen Viererdivergenz den Kraftdichteausdruck (26) gibt. Das hier erhal- 
tene Ergebnis steht also mit der Relativitatstheorie im Einklang. Der Abraham- 
sche Energie-Impuls-Tensor wurde von Novobdtzky mit der Variationsmethode 
der Feldtheorie zusammen mit den Feldgleichungen aus einer Lagrange-Funktion 
abgeleitet [13], was gleichfalls seine Richtigkeit bestatigt. 


Es soll nun der hier erhaltene Kraftausdruck kurz mit den Ergebnissen 
- jener Autoren verglichen werden, die vom Abrahamschen Energie-Impuls- 
Tensor abweichende Annahmen verwenden. Recht nahe zu den obigen Gedan- 
kengingen steht die Arbeit von Einstein und Laub [1]. Sie setzten eine mit den 
vorliegenden Ausfiihrungen vollstandig iibereinstimmenden Kraftausdruck vor- 
aus, nur beriicksichtigten sie nicht {® und jae (Dies bedeutet, dass sie die 
Wirkung einer makroskopischen Kraft bei der Ausbildung und Auftrechter- 
haltung der Polarisation nicht fiir notwendig erachten.) Da f und f Gradien- 
ten sind, so ist die aus ihnen durch Integrieren erhaltene resultierende Kraft 
bzw. Drehmoment bei einem im Vakuum befindlichen Kérper gleich Null. 
Deshalb stimmen die von Einstein und Laub berechneten resultierenden Krafte 
und Drehmomente mit den aus dem Abrahamschen Spannungstensor ermittelten 
Werten iiberein. Aus der Verschiedenheit der differentiellen Kraftgesetze 
erklart sich, dass Gans auf Grund energetischer Erwagungen zur Folgerung 
gelangte [8], der Einstein—Laubsche Kraftausdruck sei unrichtig. (Dies 
beweist, dass auch der Energiesatz eine Beriicksichtigung des Polarisations- 
druckes erfordert.) Ein derart wesentlicher Unterschied zwischen dem Einstein 
Laubschen und Abrahamschen Ergebnis, wie ihn Gans wahrzunehmen vermeint, 
besteht also in der Frage der auf den Strom wirkenden Kraft nicht. Der von 
Smith— White gebrauchte Kraftausdruck [6] ist im wesentlichen mit dem von 
Einstein—Laub identisch und unterscheidet sich von dem hier erhaltenen nur - 
durch das Fehlen des den Polarisationsdruck beschreibenden Gliedes. 


Minkowski verwendet in Anlehnung an Heaviside folgende Form des 
elektromagnetischen Spannungstensors 


1 6 
Witekss ED, + D,) — —™” (CD + HB). 33 
ir (Cu v Du ) 8 ( 9) ) ( ) 
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Die Feldimpulsdichte lautet nach ihm: 


1 


M 
2 Aste 


Dx. (34) 


Im Falle eines isotropen ruhenden Mediums ist T™ symmetrisch, im allgemeinen 


aber nicht. (Diesem Umstand kommt bei der Berechnung des Drehmomentes - 


eine besondere Bedeutung zu, wie dies auch im § 5 gezeigt werden soll.) Es gilt 
auch nicht der Zusammenhang (31) zwischen dem Feldimpuls und dem Ener- 
giestrom, der die Tragheit der elektromagnetischen Energie ausdriickt. (Dies 
erscheint auch aus folgendem Grund unannehmbar: die erwahnte Relation 
muss namlich in der Elektronentheorie Giltigkeit besitzen. Die phanomenolo- 
gische Elektrodynamik arbeitet ja mit dem Mittelwert der charakteristischen 
Gréssen der Elektronentheorie, wobei die Mittelwertbildung die Giiltigkeit 
von (31) nicht aufheben kann. Dies spricht fur die Symmetrie des elektromagne- 
tischen Energie-Impuls-Tensors, u. zw. unabhangig von den Bemerkungen 
Tamms iiber die Symmetrie des dreidimensionalen Spannungstensors [4].) Aus 
dem Spannungstensor von Minkowski ergibt sich folgende Kraftdichte : 


M 
™M — Divgm— 207 _ 
\ Ot 
(35) 
, 1 1 
=o0€ + —j x B—— grad e ——— §? grad py. 
C 82 82 


Im isotropen Medium unterscheidet sich dieser Ausdruck von der Gleichung 
(26) nur durch das Fehlen des letzten Gliedes (also nur in einem sich zeitlich 
verandernden Feld). Versucht man auch hier die bei dem Abrahamschen Kraft- 
ausdruck verwendete Umgestaltung (26) — (25) durchzufihren, so gelangt man 
zu folgender Form : 


iM = 06 =~ j x B+ Bgrad) + (Mgrad) H— 
c 
grad opt 7 om) +3 x rot€E + M x rot H = 


= 06 +—j x $+ @Berad) H + (Merad) § — 


2 2 c Ot c Ot 


Bei beiden Formen waren die zwei letzten Glieder physikalisch schwer deutbar. 


Es fehlt ferner bei Minkowski auch die auf den Polarisationsstrom wirkende 


i. “Ie 


es 
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Lorentzsche Kraft. Wie Einstein betont [1], macht dadurch Minkowski einen 
prinzipiellen Unterschied zwischen dem Polarisationsstrom und dem konduktiven 
Strom. Dies steht jedoch sowohl mit der Auffassung der Elektronentheorie, als 
auch mit dem anschaulichen Inhalt des Grundgesetzes von Aktion und Reaktion 
im Gegensatz. 

Der Vergleich des Abrahamschen mit dem Minkowskischen Spannungs- 
tensor vom Gesichtspunkt des ausgeiibten Drehmomentes soll im folgenden 
Paragraphen vorgenommen werden. 


§ 5. Das Drehmoment im anisotropen Dielektrikum 


' Man betrachte einen in ein elektrostatisches Feld gestellten Kristallkérper. 
Infolge der Anisotropie fallt das in der Volumeinheit entstehende Dipolmoment 
8 im allgemeinen nicht in die Richtung der polarisierenden Feldstiarke G, 
sondern schliesst mit diesem einen durch die Lage der Kristallachsen bestimmten 

- Winkel ein. Dies hat zur Folge, dass das Feld auf die Dipolverteilung ein Drehmo- 
ment ausiibt, dessen Wert auf die Volumeinheit bezogen — wie dies aus der 
Anschauung offenkundig ist [4] — 


1=8 x € (36) 


betragt. Es sei nun untersucht, inwieweit der Abrahamsche und der 
Minkowskische Kraftausdruck dariiber Auskunft geben. 

In ein homogenes elektrostatisches Feld © sei eine Kristallkugel von 
einem Halbmesser R gestellt. Im Inneren der Kugel entsteht infolge der Wirkung 
des homogenen inneren Feldes eine konstante Polarisation $8. Das vollstandige 
Dipolmoment der Kugel ist 


p= Rs. (37) 


Die durch die Polarisation verinderte Feldstarke ausserhalb und innerhalb 
der Kugel betragt 


C= 6 = 6 grad , wenn |t|=r>R, (38) 
r 
E=G=6—F- » wenn! |t|=7 eae, (39) 


(Es kann leicht nachgewiesen werden, dass der angegebene Feldstirkeausdruck 
sowohl die Feldgleichungen als auch die Grenzbedingungen befriedigt.) 
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Wenn die Feldstirke bekannt ist, kann die Grésse des Drehmomentes 
der auf die Kristallkugel wirkenden Krafte berechnet werden. Die Kraftgleichung 
(25) ist nur fur den Fall eines isotropen Mediums giiltig. Mit Hilfe der Verallge- 
meinerung des von Novobdtzky angewandten Variationsprinzips [13] auf aniso- 
trope Medien kann nachgewiesen werden, dass die von Abraham eingefihrten 
Ausdriicke (28) und (29) auch in einem anisotropen Medium Giltigkeit besitzen. 
Aus diesen kann dann die Kraftdichte laut (27) gebildet werden [14]. Da es 
sich um ein statisches Feld handelt, ist 


f=Div2.. (40) 


Das Drehmoment kann als Resultierende der Momente der im elementaren 
Volumen wirkenden Krifte gebildet werden, die auf den Mittelpunkt der 
Kristallkugel bezogen sind : 


@=[tx fdr . (41) 


Zieht man Gl. (40) sowie die Symmetrie von (28) in Betracht und wendet man 
den Gaussschen Satz an, so erhalt man 


gf rx Div tay = [Div(e x Rava Pex Vj. (42) 
Z F 


Das Oberflichenintegral ist auf die die Kugel umgebende Oberflache auszu- 
dehnen. Diese Flache wird als eine konzentrische Kugel vom Halbmesser r>R 

* gewahlt und ihr normaler Einheitsvektor mit ¢ bezeichnet. Es ergibt sich auf 
Grund von (28) 


g= |r x I 
Az 


Setzt man nun den Wert von ©’ ein und fihrt man vektoralgebraische Umge- 


6 (Ge) — = e 


2 
file wea: x 6 (6%) dQ 
4m J 


staltungen durch, so gelangt man zu 


g- | 
40 


+ r(eGye x — = (epe x ph dQ. 


» x G+ (ep) e x 6 + efe(@ x p+ 


Die Integration muss fiir den ganzen Raumwinkel durchgefiihrt werden. Driickt 
man die einzelnen Glieder durch Polarkoordinaten aus, so erhalt man, dass mit 
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Ausnahme des ersten Gliedes das Integral jedes Gliedes Null ist. Das erste Glied 
ist konstant, es kann aus dem Integral herausgehoben werden. Das Ergebnis 
lautet : 


8=|BxOaa=pxe. (43) 


Hs ist ersichtlich, dass das resultierende Drehmoment der aus dem Abraham- 
schen Spannungstensor berechneten Krafte mit den auf Grund der Anschauung 
zu erwartenden Werten itbereinstimmt. 

Wenn man das Drehmoment der Krafte auf Grund des Minkowskischen 
Spannungstensors berechnet, dann ist zu beriicksichtigen, dass (33) im aniso- 
tropen Medium nicht symmetrisch ist. Deshalb ist 


OM = [tx fay =[r x Div IMdV = | Div (t x I") dV — Q* = 


(44) 
=r x 5! df — 2, 
wo die Komponenten von {* 
t= [(t4¥—3y) av, wow. (45) 


lauten. Das erste Glied von @™ stimmt mit dem Abrahamschen Drehmoment & 
tiberein, denn die Integration ist ja auf der ausserhalb der Kristallkugel liegenden 
Oberflache auszufiihren (r>R), und dort ist 1“ —=T: 


Prx Maja hrx apap x &. (46) 


Es bleibt noch die Berechnung von {* iibrig. Bei Beriicksichtigung von (33) 
wird aus (45) 


gr = [ax Gav = (Bx EV =p x G=axO (47) 
a) : 
und so das resultierende Deehrianieat 


gM = h rxEMaj— oe =p x Op x G0. (48) 


Die Minkowskischen Krifte fiihren also zu keinem resultierenden Drehmoment. 
Die Tatsache, dass sich die in ein homogenes Kraftfeld gestellte Kristallkugel 
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erfahrungsgemass dennoch verdreht [15], ist mit dem Minkowskischen Span- 
nungstensor nur so zu erklaren, dass man die auf die Zeiteinheit entfallende 
Zunahme des Drehimpulses der Kristallkugel durch 

dy 


Saat 4 ota [ex May + Ot = Gr x 2M af 
dt 


definiert. Dies gibt den richtigen Wert P X ©). Daraus ist ersichtlich, dass — 


wahrend bei Abraham die Kraftdichte f bei jeder Berechnung als primire 
Griésse betrachtet werden kann, so auch bei der Berechnung des Dreh- 
moments, bei Minkowski der eine geringere unmittelbare Bedeutung auf- 
weisende Spannungstensor als ein von vornherein gegebener Ausdruck benutzt 
werden muss, der selbst dann zum Drehmoment fiihrt, wenn nach Minkowski 
keine Krafte auftreten. 

Auch das obige Beispiel bestatigt, dass es nicht notwendig ist, zur Erkla- 
rung des in anisotropen Kérpern auftretenden Drehmomentes eine Asymmetrie 
des Energie-Impuls-Tensors vorauszusetzen [2]. 

Im untersuchten Beispiel sind im Inneren der Kristallkugel © und $ 
konstant und daher auch 3. Die Kraftdichte ist nur an der Oberfliche der 
Kristallkugel von Null verschieden. Es mége nun untersucht werden, inwiefern 
dieses Ergebnis zu Recht besteht, wenn man von der Vorstellung ausgeht, 
dass das Drehmoment im Kristallinnern infolge der nicht parallelen Stellung 
des Polarisationsvektors $$ und der Feldstarke © entsteht. Es sei hierzu die 
Kraftdichte als Divergenz des Tensors (28), auf den Fall St =0 beschrankt, 
gebildet [14]. Das so erhaltene Ergebnis lautet : ; 


= +—(i+ x © + (P grad) E—V (pe+B) » 


wo pe der in (9) eingefiihrte Polarisationsdruck ist. Ausserdem tritt, wie ersichtlich, 


infolge der Anisotropie noch ein Glied avf, nimlich die tensorielle Polarisations- 


spannung 
1 
Our = 2. (Cu f, —C, %..) r) 


die vom Kraftfeld wegen der anisotropen Verteilung der im Kristall wirkenden 
quasielastischen Krafte zur Aufrechterhaltung der Polarisation ausgetibt werden 
muss. Im vorliegenden Falle betragt das Drehmoment jedes Kraftgliedes Null, 
mit Ausnahme der eben von dieser Polarisationsspannung hervorgerufenen 
Kraft. Bei diesem ist namlich 


wale x Div §aV = [x x Div EB— > BE) av — 
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=: X 7 (CBn —BEn) df + [Bx Ear | 


Das erste Glied betraigt wegen des ausserhalb der Kristallkugel verschwindenden 
$$ Null, wahrend das zweite Glied eben das gesuchte Drehmoment ist. Aus alle- 
dem ist ersichtlich, dass das auf die Kristallkugel wirkende Drehmoment von 
den im Inneren des Kristalles entstehenden Spannungen stammt. Auf Grund 
der Abrahamschen Auffassung kann auch fir diese Erscheinung eine anschau- 
liche. Erklarung gegeben werden: zur Aufrechterhaltung der Polarisation 
gegeniiber den anisotropen Molekularkraften muss das Kraftfeld auch die durch 
den Tensor % beschriebene Spannung hervorrufen, was dann zum Drehmoment 


fiihrt. 
§ 6. Der Strahlungsdruck 
Es wurde gezeigt, dass das elektromagnetische Feld auch auf das homo- 
gene ungeladene Dielektrikum eine Kraft austibt, deren Dichte (gebildet durch 


Zusammenziehung mehrerer, anschauliche Bedeutungen besitzender Glieder) 
folgenderweise ausgedriickt werden kann: 


alae &* 9). (49) 


‘at | Ante 


Dieser Ausdruck kommt in der Minkowskischen Kraftannahme nicht vor. Die 
Kraftdichte ist im Falle eines sich zeitlich verandernden Kraftfeldes von Null 
verschieden, weshalb das Feld dem Dielektrikum Impulse iibergeben kann, 
im Falle eines bewegten Dielektrikums auch Energie. Im weiteren soll nun- 
mehr die Rolle der Kraftdichte (49) untersucht werden, die auf ein durch- 
sichtiges Medium wirkt und sich bei elektromagnetischer Strahlung von 
Null unterscheidet. 

Jones mass bei verschiedenen dielektrischen Fliissigkeiten den Quotienten 
von Drucken [16], die von den aus dem Dielektrikum bzw. Vakuum einfallenden 
Lichtstrahlen von gleicher Intensitat auf die reflektierende Flache ausgetbt 
wurden. Diese Messungen gaben innerhalb einer Messgenauigkeit von 3—4% 
die Brechungszahl n der dielektrischen Flissigkeit : 


TUE OM ea (50) 


Rosenberg [17] deutet dieses Ergebnis theoretisch folgenderweise : wenn g im 
einfallenden Lichtstrahl die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes ist, 
dann gelangen im Falle eines senkrechten Kinfalls aus dem Dielektrikum auf 


c 
jeden cm? der reflektierenden Metallfliche in 1 sec —g Impulse. Betrachtet 
n 


' so erhalt man statt (52) 
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man die reflektierende Flache als einen idealen Spiegel, so betragt der durch 
das elektromagnetische Feld ausgeiibte Druck (die auf 1 cm? in 1 sec eintretende — 
Impulsanderung) 


c 
Pro=2—g8. (51) 
n 


Laut des Gesetzes der Tragheit der elektromagnetischen Energie ergibt sich 
aus (31) g = S,/c?, wo Sy den Absolutwert des Poyntingschen Vektors der ein- 
fallenden clokesomagaceisohen Welle darstellt. So ergibt sich nun fir den . 
Strahlungsdruck 


S 
Pn=2 = . (52) 
Im Vakuum ist n —1, hier ist also 
Po =2 So g 
c 


Das Verhaltnis der beiden Strahlungsdrucke betragt im Falle der gleichen 
Intensitaét So, im Gegensatz zur Erfahrung 


1 
Pris Po =a 
n 


Nach der Auffassung Minkowskis besitzt aber (31) in der phanomenologischen 
Elektrodynamik fiir das elektromagnetische Feld keine Giltigkeit, es besteht 


n 
statt dessen der Zusammenhang g™ =—, So - Wird dieser in (51) eingesetzt, 
c 


pit = 2.70. 
c 
was die erfahrungsgemiss bestitigte Relation (50) ergibt. Rosenberg schliesst 
hieraus auf die Richtigkeit der Minkowskischen LEE im Gegensatz zu 
der von Abraham. 

Die Frage soll nun noch genauer untersucht werden: zu diesem Zwecke 
sei der Wert des auf eine Metallflache wirkenden Strahlungsdruckes aus der 
ponderomotorischen Kraft berechnet. Wenn man von der Kraftgleichung (23) 
ausgeht und 9 =0, uw = 1 annimmt, erhalt man die Kraftdichte 


Ve ble 8 
=— are deen 
i=—ix® gg Crerade + — |= € x 9). 
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Ks sei nun eine in der Richtung y polarisierte ebene_ Welle betrachtet, die 
aus einer Fliissigkeit einfallt, die von der Koordinatenebene x — 0 begrenzt 
ist und eine Dielektrizitatskonstante n? besitzt. Diese Welle dringt teilweise 
in das Metall ein und wird dort absorbiert, waihrend sie teilweise auch von der 
Metallflache reflektiert wird. Der auf die Metallflache ausgeubte Strahlungs- 


druck ergibt sich aus der Kraft, die auf eine Siule von einer Grundfliche von 
1 em? einwirkt, wie folgt : 


p=|fkdx=py+ pz SPY 
O 


wo 
c 1 3 
Pia [fix ok de= 2 {|(r9— =) xg] ar 
c 4x C OF alee 
0 0 
le vet eg 
<3 | Lb x rot + 66 x 10 Che dx— Gy | ISX Sheds = 
Ax. Axe dt 
0 0 


i) 


=~ [ (oe + Se )ae : 7 {|S x8lae= 
TE Ox 
0 


Ox 4c dt 
0 


1 € aud r 
= — [?],_ — [G7],9 — —--—— | |€ x O|dx . 
ae ora. eno Ane eile Me 
0 


(Es wurde beriicksichtigt, dass © nur eine Komponente in der Richtung y und § 
nur eine solche in der Richtung z besitzt, dass beide nur von x und t abhingen, 
und ausserdem auch, dass infolge der Absorption der in das Metall eindringenden 
Welle an der Stelle von x = co die Grésse von © und § Null ist.) 


co 


fog Sets Oe Grgrad edveates (We (etece) i 
8x 8a 
0 


= Ter fired 

oe aCe ig ee 

Ac Ot 4zc dt 
0 


Pa fiex ola. 


Wird dies alles zusammengezogen und geordnet, so ergibt sich 


ARAN Koy 1 gee 

= : 3 = —— [C2] x0 + — [? 7 |lexé der 
Pe Pe + Ps ani bo va leno 4c dt | 0 

0 
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Die ersten zwei Glieder stellen die elektromagnetische Energiedichte Ur dar, | 
die in der dielektrischen Flissigkeit in dem der Metallplatte benachbarten 
Teile vorhanden ist. Bildet man den zeitlichen Mittelwert, so erhalt man den 
Mittelwert des Druckes, der durch Messungen bestimmt werden kann: 


Azc Toc T 


af ip ro) 
pape hee [[a- fis ola] amie | 
t ’ 
0 


0 


Der messbare Strahlungsdruck stimmt also mit der im Dielektrikum neben der _ 
Metallplatte vorhandenen Energiedichte iiberein. Wenn man diesen berechnen | 
will, so sind natiirlich sowohl die einfallenden als auch die reflektierten Strah- 
lungswellen zu bericksichtigen. 

Das so erhaltene Ergebnis ist richtig, unabhingig von der Reflexions- 
fahigkeit der Metallflache. Die in der Praxis gebrauchte Metallflache stellt eine 
gute Naherung zum Grenzfall des idealen Spiegels (unendliche Leitfahigkeit) 
dar. In diesem Falle lautet die analytische Form der einfallenden und reflek- 
tierten Welle: 


a nx a nx 
6, == cos (1-2) —* cos.eo(s+ aah 
n 


c n c 


Be = acoso (t— ™*) + aeose(s + ah 


c c 


Hieraus ergibt sich 


Tuas Ties a 
up = Bx [G3]x=0 + re) [Dz]x=-0 = S cos Mt , 


aus, so gelangt man zu 


Parse 02? 
c 


also ist der Strahlungsdruck, auch wenn man ihn mit dem Abrahamschen Kraft 
ausdruck berechnet, der Brechungszahl proportional und steht mit dem Erge 
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nis des Versuches von Jones im Kinklang. Die Abrahamschen und Minkow- 
skischen Auffassungen kénnen auch schon deswegen zu keinem voneinander 
abweichenden Ergebnis fiihren, weil die Kraftdichte (49), die allein eine Diffe- 
renz gibt, die Ableitung einer periodischen Funktion nach der Zeit ist, so dass 
ihr zeitlicher Mittelwert Null betragt. (Im Falle einer unendlichen Leitfahigkeit 
verschwindet bei der Metallflache wegen © = 0 der Ausdruck (49) ohnehin.) 

Die Unzulanglichkeit des mechanisch mit dem elektromagnetischen Feld- 
impuls arbeitenden Gedankenganges liegt im folgenden: der durch die dielek- 
trische Flissigkeit hindurchdringende Strahl iibt zufolge (49) auf das Dielektri- 
kum eine Kraft aus, iibergibt diesem einen Impuls, der in der folgenden Viertel- 
periode infolge des Vorzeichenwechsels des Ausdruckes (49) durch den Strahl 
wieder zuriickgenommen wird. Setzt man der besseren Anschaulichkeit halber 
_ voraus, dass die Kraftdichte (49) zur Erhéhung des Impulses des Dielektrikums 
verbraucht wird,* dann erhalt man durch Integration von 


5 = 
Ae ~€x§) 
Ot Ot \ 4a 


den durch die Strahlung in der Volumeinheit aufgespeicherten Impuls nicht 
elektromagnetischer Natur : 


n? — ] 


JTC 


Cx . 


§p = 


(Die Integrationskonstante ist Null, weil im Falle © —  =0 die ruhende 
Flissigkeit keinen Impuls besitzt.) Dieser Impuls mechanischer Natur unter- 
scheidet sich aber nur dort von Null, wo die Feldstarke vorhanden ist. Sobald 
die Strahlung die reflektierende Flache erreicht, wechselt zusammen mit dem 
Feldimpuls § auch der ihn begleitende mechanische Impuls §p das Vorzeichen, 
daher stammt der der Fliache iibergebene Impuls vom vollstandigen Strahlungs- 
impuls 

a+ =—-€x 9+ 2—! 


n2 n2 n2 
Cx §=—ExH=— 6G. 53 
Age Axe ® Aztc : c (33) 


'Wenn man dies beriicksichtigt, so ergibt sich richtigerweise die Proportionalitat 
des Strahlungsdruckes mit der Brechungszahl. Zugleich zeigt sich auch die 
‘Ursache fiir die Asymmetrie des Minkowskischen Energie-Impuls-Tensors : 
der durch die elektromagnetische Strahlung den das Dielektrikum bildenden 


* In Wirklichkeit erhéht die vom Feld ausgetibte Kraft im allgemeinen nicht den Impuls 
ides Dielektrikums, sondern wird zum Teil oder zur Ginze durch die im Dielektrikum auftretende 
‘mechanische Spannung kompensiert (s. den folgenden Paragraphen). Deshalb spielen bei der 
‘Ausiibung des Strahlungsdruckes auch die im Dielektrikum erregten Spannungen eine Rolle. 
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polarisierbaren Molekilen tibergebene Impuls wird von Minkowski zum elektro- 


magnetischen Impuls hinzugerechnet 
gM=9+90 (54) 


wodurch er dann zur Formel (34) gelangt. Dagegen rechnet er die Energie- 
stromdichte Gp —c? Gp desselben Vorganges, die der Impulsdichte proportional 
ist, nicht zum Poyntingschen Vektor hiszu, weil er sonst zu dem unrichtigen 
Ausdruck 


IG SAD, 
Am ; 


gelangen wiirde, der auch im statischen Feld Quellen besasse. Kine derartige 
Trennung des Energiestromes und des sich aus seiner Tragheit ergebenden 
Impulses ist der relativistischen Anschauung fremd und dabei auch unndtig [2]. 


§ 7. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlungsenergie 


Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlungsenergie kann als Quotient — 
des Poyntingschen Vektors und der Energiedichte wie folgt gebildet werden — 


eae (55) 


u 


Laue stellte diesbeziiglich folgende Anforderung [18]: wenn man mit Hilfe 
einer Lorentz-Transformation in ein anderes Bezugssystem ibergeht, dann i 
muss sich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlungsenergie — ahnlich 
der Geschwindigkeit eines mechanischen Massenpunktes — gemass der Ein-— 
steinschen Geschwindigkeitszusammensetzungs-Formel umwandeln. (Wenn sich © 
ein Teilchen zusammen mit der sich in einem Dielektrikum fortpflanzenden — 
endlichen Lichtwelle bewegt, so hat dieser Umstand von jedem Bezugssystem 
aus betrachtet giiltig zu bleiben.) Es soll nun untersucht werden, inwieweit — 
die Lauesche Bedingung bei den hier gebrauchten Abrahamschen Ausdriicken — 
befriedigt wird. q 
Die Bedingung, dass sich die Energiegeschwindigkeit in identischer Weise | 
wie die Teilchengeschwindigkeit transformiere, wurde von Moller folgender- 
weise aufgestellt [19]: der Energie-Impuls-Tensor Sjx, der die Energie un | 
deren Bewegung beschreibt, hat folgenden Zusammenhang zu befriedigen: 


| 


>| 


] 
Six + — Sirv, 0, = 0 . ( pL 
Cc 
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Hier bedeutet v; die aus der Energiegeschwindigkeit » formell gebildete Vierer- 
geschwindigkeit 


vj = 0j(1— v*/c?)—*: (i = 1,2, 3), bv, = ic (1 — b/c?) (57) 


Es geniigt, das Bestehen der Formel (56) in einem einzigen Inertialsystem zu 
bestatigen, wonach es miéglich wird, die vorliegenden Untersuchungen 
auf ein im Vergleich zum Dielektrikum ruhendes Bezugssystem zu beschrianken. 

Eine ebene elektromagnetische Welle mége in der Richtung x durch ein 
ruhendes Dielektrikum (¢ =n? = const., u = 1) hindurehgehen. Die analy- 
tische Form der Feldstirke lautet : 


c n c 
(58) 
9x=0, by =—s('—™), f= =) 
c 
Die Dichte und Stromdichte der elektromagnetischen Energie ist 
n 1 1 
= (52 ! 2 2 2: ‘ 59 
f 82 ' 8x ® An (f +8") G9} 
Cc Cc : 5 Cc 
o  & x 9).———(f"' +s) =—n, 6,=6,=0. © (60) 
47 Aan n 


Der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes ergibt 
sich durch einfache Berechnung wie folgt : 


nh 
00 0 
(ead a Deion) 
Oe ONO 


ete 0 On meens 


n 


Der Tensor ist nicht divergenzfrei, ein Zeichen dafiir, dass das Feld auf das 
Dielektrikum eine Kraft ausiibt. Die Kraftdichte entsteht als Resultierende 
des Polarisationsdruckes sowie der auf die Polarisationsstréme ausgeiibten 
Lorentzschen Krifte (16), (13), (23), (24) und kann zufolge oe = 0, {=0, « cost., 


j Acta Physica III/3—4 
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=1 aus der zusammengezogenen Form (49) berechnet werden. Beriicksichtigt 
man (58) und (59), so ergibt sich 


2] 9 
ik=— Sys 0, 0. (62) 
cn Ot 


Auf das Dielektrikum wirkt also in der Richtung der Fortpflanzung des Lichtes 
eine Kraft, deren Vorzeichen periodisch wechselt. Das Dielektrikum bleibt 
nur dann im Ruhezustand, wenn es irgendwie mechanisch fixiert wird. Dann 
wird namlich die durch das Feld ausgeiibte Kraft durch die im Dielektrikum 
erregten Spannungen kompensiert. Es sollen nun die Werte dieser Spannungen 
bestimmt werden. 

Es médge tj; den Energie-Impuls-Tensor der das Dielektrikum bildenden 
Substanz und @;;, den vollstandigen Energie-[mpuls-Tensor des aus dem Dielek- 
trikum und dem Kraftfeld bestehenden Systems bezeichnen. Letzterer ist natur- 
lich divergenzfrei. Wenn kein elektromagnetisches Feld vorhanden ist, so weist 
der Energie-Impuls-Tensor tj, des im Gleichgewichtszustand — befindlichen 
Mediums gleichfalls keine Divergenz auf. 


8, Oi, =0, Ot, =0. (63) 


Die Gegenwart des Feldes beeinflusst den Zustand des Dielektrikums auf die 
beschriebene Weise, tj, unterscheidet sich von ti,. Es sei 


tix =the + tix - (64) 


ba gibt uber die Energieformen Auskunft, die mit der Polarisation des Dielek- 
trikums zusammenhingen. Der gesamte Energie-Impuls-Tensor lautet also 


Gin = tin + Tix = tie + tin + Tix (65) 
und bei Beriicksichtigung von (63) 
Ox tix = — 94 Tie = fi- | (66) 
Wird dieser Ausdruck zerlegt, so erhalt man 


n2—1 du ; j 5 
me Ox to, =fy=9, Ox b3, = fz. = 0, On ty, = 0- 


Ox tin = fe = 
cn 


Aus diesen Gleichungen soll versucht werden, auf die Komponenten von tix 
zu folgern. Die zweiten, dritten und vierten Gleichungen kénnen leicht durch 
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die Wahl von tj, = 0 (i + 1) befriedigt werden. Es wiirde auf der Hand liegen, 
die erste Gleichung in der Form 


: ite It 
Q,t7, + O,t, + 8,02, + 24a pie “| 24) (67) 


n 


zu schreiben und hieraus auf die Werte 1}, — he = tis = 0,8. +0 ou folgern, 
_d.h. darauf, dass das Feld den Impuls des polarisierbaren Mediums erhéht. 
| In diesem Falle wiirde aber die Symmetrie von f;;, aufhéren, da ja ty = 0, 
und der dem Medium libergebene Impuls wiirde dann ohne Energiestrom auf- 
treten. Das Gesetz der Trigheit der Energie soll aber unbedingt fiir alle Energie- 
formen giiltig bleiben. (Auch aus der Symmetrie von ne O,; und Tix folgt 
die Symmetrie von tix.) Deshalb sei die Gleichung (67) bei Beriicksichtigung 
des Umstandes, dass u von den Koordinaten und der Zeit in der Form von 


( a abhingt, bei Heranziehung von 
, Cc 


le SA 
ot n 9x 
folgenderweise umgestaltet : 
2 n? a 1 2 be) ) 
3; Ea w | + Otis +9543; + O4,t3,=0. (68) 
Daraus gelangt man einfach zum Ergebnis 
: n?— ] Sali ee 2 
i=— > die iibrigen t?,=0. (69) 
n 


ti, bedeutet eben die Spannung, welche auf der Flaiche mit der Normalen x in 
der Richtung x auftritt, also die durch das Feld ausgeiibte Kraft kompensiert, 
was den Erwartungen entspricht. Diese Spannung iibertrigt den vom Feld 
fibergebenen Impuls an die Fixierungsstelle des Dielektrikums. Der so bestimmte 
Tensor t;,, der die infolge der Polarisierung des Energie-Impuls-Tensors des 
Mediums hervorgerufene Veranderung anzeigt, ist natirlich symmetrisch. 
Der durch ein ruhendes Medium hindurchgehende Lichtstrahl erregt 
selbst bei vollstandiger Durchsichtigkeit des Mediums Spannungen, welche sich 
‘mn der Zeit periodisch verandern und sich dort von Null unterscheiden, wo Feld- 
energie vorhanden ist. An bewegten Dielektrika kann die durch das Feld ausge- 
ibte Kraft bereits eine Arbeit verrichten, in diesem Falle kann das Feld dem 
Dielektrikum auch Energie iibergeben, was durch 13, + 0 zum Ausdruck ge- 
macht wird. (t,,ergibt sich im Laufe der Transformation aus der im ruhenden 


ue 
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System bekannten Komponente von fr) Man darf also sagen, dass die Energie — 


einer durch ein durchsichtiges Medium hindurchgehenden Strahlung sich je 
nach dem Koordinatensystem entweder auf T,, beschrankt (ruhendes Medium) 
oder sich zwischen T,, und tsa verteilt (bewegtes Medium). Daraus ist es offen- 
kundig, dass zu einer vom Koordinatensystem unabhangigen Beschreibung der 
gesamten durch die Strahlung gelieferten Energie nicht der Tensor Tj, des 


elektromagnetischen Feldes selbst, sondern der Strahlungsenergie-Impuls-Tensor 


Six = Tix + tix (70) 


verwendet werden muss. Der Erhaltungssatz geht nur fiir Sj, in Erfillung: 
infolge von (66) ist 


8 Ses On Oy Tae ee 0e 


Es seien nun die Komponenten des Tensors der Strahlungsenergie fiir die hier 
erérterten konkreten Falle angeschrieben. Auf Grund von (61), (69) und (70) ist 


falta Nea) en 

n n 

0 0 ; 
ve = (71) 

0 0 0 

U 

—- 0 0 —u 

mn | 


Nun sei die Summe des vollstandigen Energie-Impuls-Tensors, als eines von der 
Strahlung des Mediums nicht beeinflussten materiellen Energie-Impuls-Tensors, 
und des Tensors der Strahlungsenergie angesetzt : 


Oi = ke + Six: (72) 


Kennt man die Komponenten von Sjx, so lasst sich nunmehr auch die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlungsenergie untersuchen. Die Kompo- 
nenten des Geschwindigkeitsvektors sind aus (71): 


c c c 
a Si oie Soy Ree. S3; 
U L 


c 
0x = Saas Pe) vy = == (I): 02 = 
eT n 4 = Oa 


und die entsprechende Vierergeschwindigkeit 


= 
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fee Dx Cc 
Jl—vie2 = n?—1 
ic icn 


a Tae oe 


Vy » Ug 0 ) 


(73) 


Ve Oi. V4 


Bei Benutzung von (71) und (73) kann auch das Mollersche Kriterium (56) ange- 


| wandt werden, Eine einfache Substitution zeigt, dass dieses erfiillt ist. Es ist 


| 


demnach ersichtlich, dass die Geschwindigkeit der Strahlungsenergie die Bedin- 


| gung Laues befriedigt : die Geschwindigkeit der Energie des durch ein Dielektri- 


: kum hindurchgehenden Lichtstrahles wird bei der Lorentz-Transformation 


\ analog zur Massenpunktgeschwindigkeit transformiert, wobei die Vierer- 


geschwindigkeit v; einen Vierervektor bildet. Die Abrahamsche Auffassung 
erfasst all diese Tatsachen, ohne die Kraftwirkungen zu vernachlassigen, die 
zwischen dem elektromagnetischen Feld und den Molekiilen auch in einem 


-durchsichtigen Medium infolge der Polarisation auftreten. 


Das so erhaltene Ergebnis erméglicht es, die Einschrankung des Tensors 
Six auf ruhende Dielektrika und auf Wellen von der Fortpflanzungsrichtung 
x aufzuheben. Es sei nun anstatt der Energiedichte u, die in dem im Dielektrikum 
ruhenden, bisher verwendeten Koordinatensystem beobachtet werden konnte, 
die »Ruheenergiedichte« u, eingefiihrt 
Ug n? 


Co == — U 
Pye PT 


WO U, eine invariante Grésse darstellt, da ja 
Ug = — S;r = inv . 


(Der durch S;, beschriebenen, durch ein Dielektrikum hindurchgehenden Strah- 
lung kann also Ruheenergie zugeordnet werden, obwohl die Ruheenergiedichte 
des elektromagnetischen Feldes, ebenso wie im Vakuum, infolge —T,, =0 
auch jetzt Null betrigt.) Bei Verwendung dieses Ausdruckes kénnen die unter 
(71) angeschriebenen Komponenten von Sj, folgenderweise zusammengefasst 

werden : 
Six — Yo Vi UK .« (74) 

2 

Da dies ein Zusammenhang von relativistisch kovarianter Gestalt ist, kann er 
in jedem Bezugssystem zur Berechnung der gesamten Energie und des Impulses 
einer in beliebiger Richtung verlaufenden ebenen Welle verwendet werden. 
In bezug auf den Minkowskischen elektromagnetischen Energie-Impuls- 
Tensor wies Laue nach, dass er an und fir sich bereits die unter (56) aufgestellte 
Gleichung befriedigte [18]. Wegen seiner asymmetrischen Beschaffenheit kénnte 
er aber selbst dann nicht als der Tensor der Strahlungsenergie angesehen werden, 
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wenn man den Minkowskischen Kraftausdruck (35) als richtig anerkennen wollte. 
Dies wurde von Beck in seiner Diskussion nachgewieseu [20, 5]. Bei Minkowski 
kann die Erginzung zum vollstandigen, symmetrischen Strahlungs-Energie- 
Impuls-Tensor nicht in einer so auf der Hand liegenden und fiir die Anschauung 
unmittelbar zuganglichen Art und Weise erfolgen wie im Falle der Abrahamschen 
Auffassung. Der Grund hierfiir liegt in jener Annahme Minkowskis, dass das 
elektromagnetische Feld auf ein homogenes, isotropes Dielektrikum keine 
makroskopische Kraft ausiibt. Die Tatsache, dass Beck einzig und allein auf 
der Grundlage des Erhaltungssatzes der Energie ohne Heranziehung spezieller 
Annahmen fir den elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor T;, zu einem 
Ergebnis gelangte, welches dem hier erhaltenen ahnlich ist [20], spricht fir die 
Richtigkeit des auf den Energie-Impuls-Tensor Sj beziiglichen, hier gezeigten 
Resultates. 


§ 8. Zusammenfassung 


Im Laufe der hier vorgefiihrten Berechnungen wurde untersucht, welche der 
in der Literatur vorkommenden Energie-Impuls-Tensor-Annahmen im Rahmen 
der rein phanomenologischen Theorie die dynamische Wechselwirkung zwischen 


dem elektromagnetischen Feld und dem polarisierbaren Dielektrikum am besten — 


beschreibt. (Im Laufe der vorliegenden Ausfithrungen wurde stets mit den 
Methoden der phanomenologischen Elektrodynamik gearbeitet. Molekiile wurden 


nur der besseren Anschaulichkeit halber erwahnt, der Aufbau des polarisier-_ 


baren Mediums aus diskreten Grundelementen wurde nicht ausgeniitzt.) Es ist 
vielleicht nicht vergebens, hier jene frither und jetzt aufgeworfenen Gesichts- 
punkte kurz zusammenzufassen, die fiir die Richtigkeit des mit dem Abraham- 


schen Energie-Impuls-Tensor zusammenhangenden Kraftausdruckes sprechen : — 


1. Untersucht man ausfihrlich die Ursachen, die eine Kraftwirkung des 
elektromagnetischen Feldes auf das polarisierbare Medium hervorrufen, so 
gelangt man genau zur Kraftdichte, die sich als Divergenz des Abrahamschen 
Tensors ergibt. Auf diese Weise gewinnt jedes Glied dieser Kraftdichte eine 
anschauliche physikalische Bedeutung (§ 2, 3). 

2. Das Kraftgesetz steht mit dem Erhaltungssatz der Energie, des Impul- 
ses und des Drehimpulses im Einklang (§ 4).* 

3. Das Kraftgesetz liefert sowohl die elektrostatischen Krafte als auch 
das Biot—Savartsche Gesetz sowie den Strahlungsdruck in einer mit der Erfah- 
rung ubereinstimmenden Weise (§ 2, 3, 6). 


* Nach der Drucklegung der vorliegenden Abhandlung erschien die ‘das gleiche Thema 
behandelnde Arbeit von N. L. Baldzs (Phys. Rev. 91, 408, 1953). In dieser wird auf Grund eines 
Gedankenexperimentes gezeigt, dass wenn man den Satz der Erhaltung des Impulses und der 
Bewegung des Massenmittelpunktes aufrechterhalten will, zwangslaufig die Abrahamsche Form 


des elektromagnetischen Impulses gebraucht werden muss. Diese Satze miissen aber auch in ~ 


der Feldtheorie als allgemein giiltig betrachtet werden. 
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4. In kristallenen Dielektrika tritt die Wirkung des elektromagnetischen 
Feldes wegen der Anisotropie der quasielastischen Krafte unter anderem in der 
Ausiibung polarisierender Spannungen in Erscheinung, wobei das Drehmoment 
der durch diese Spannungen hervorgerufenen Krafte bestrebt ist, den Kristall 
zu verdrehen. Dieses Ergebnis stimmt sowohl mit der anschaulichen Auffassung 
als auch mit der Erfahrung iiberein (§ 5). 

5. Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist in jedem Bezugs- 
system positiv, es ergeben sich fiir keinen Beobachter »Photonen mit negativer 
Energie« [13]. 

6. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gesamtenergie der Strahlung 
erfiillt die Lauesche Bedingung: bei einer Lorentz-Transformation wird sie 


analog der Geschwindigkeit des Massenpunktes gemiss der Einsteinschen 


Geschwindigkeitszusammensetzungs-Formel transformiert (§ Os 


7. Der allgemeingiiltige relativistische Zusammenhang, der die Trigheit 


der Energie ausdriickt, besitzt auch fiir die entsprechenden Gréssen des elektro- 


magnetischen Feldes Giiltigkeit (§ 4). 


8. Die Variationsmethode der Feldtheorie liefert, wenn man von der die 
Maxwellschen Gleichungen ergebenden Lagrange-Funktion ausgeht, den Abra- 
hamschen Energie-Impuls-Tensor. Auf diese Weise fiigt sich dieser in den allge- 
meinen Rahmen der relativistischen Feldtheorie ein [13]. 


Ausser dem Abrahamschen entspricht kein einziger anderer Kraftaus- 
druck bzw. Energie-Impuls-Tensor .samtlichen obigen Anforderungen. Aus 
diesem Grunde darf er im Rahmen der makroskopischen Theorie als der die 
physikalischen Phainomene am besten beschreibende Energie-Impuls-Tensor 


| betrachtet werden. 


An dieser Stelle sei Herrn Prof. K. F. Novobatzky, dessen Problemstellun- 
gen und Anleitungen die vorliegende Arbeit wesentlich férderten, der Dank der 
Verfasser ausgesprochen. 
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TEH30P 3SHEPrMY-UMMNYJIbCA SJIEKTPOMArHHTHOIO NOJIA 
WM MOHQEPOMOTOPHAA CHJIA B WH3JIEKTPHKAX 


IT. Mapxe u I. T[pépapu 
Peswme 


Cuna, AelicrByoulaA Ha JMOeCKTPHK, MOMCMICHHIM B 9IIeKTPOMAarHUTHOe Nowe, mpey- 
CTaBIACTCA B KayeCTBe CyMMBI CJI€AyICWMX COCTABNAICWIMX : TPaHCIAUMOHHAA cua, [eli- 
cTByIOWaA Ha OOpasoBaBWMeCcA B TIOJAPHSOBAHHOM MaTepMane jluNONM, fanee cua, HedO- 


XOJMMaA [JIA COXPAHCHUA NONAPH3aluun OT eicTBHA KBagsNouacTMyecKux CHJI, HW, HaKOHeH | 


Jlopenuopa cuma, peiicTByomlad Ha TOK, BOSOy>KeHHbIi NepemeHHOM nosApusammei. Mony- 
YeHHOe TAKUM OOpa30M BbIPaxKeHHe TOTHOCTH CHI CorsacyeTcA € 3aKOHOM COxpaHeHHA 
QHEPIM M MODKET OLITD BbIBEAeHO M3 TeH30pa gHeEpruu-umnysbca AOparama. Tipu uccne- 
JJOBaHMM jeliCTBHA CHI, CBASAHHbIX 3JIEKTPOMATHHTHbIMH BOJIHAMM HM -BOSOy)KaIOWIMXCA B 
KPHCTaIIMYeCKUX TelaX BpallaTesbHbIX MOMEHTOB, OKa3aHO, YTO MMeIOWIMe MeCTO ABICHUA 
TIpaBMJIbHO OMMCbIBAIOTCA TeH3OpOM AOparama. 


ON THE SPIN-ORBIT INTERACTION BETWEEN 
NUCLEONS 


| By 
| G. SZAMOSI 
4 ‘ CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 


(Presented by K. Novobatzky. — Received 17. VI. 1953.) 


The possible energy states of nucleons are investigated on the basis of the well-known 
| Mayer—Haxel—Jensen—Suess theory of nuclear shell structure, assuming a simple Yukawa 
| interaction between the nucleons. The value of the coupling constant is chosen 5e. The density 
) of the nucleus is assumed to be constant. The proton and neutron levels are given separately, 
the Coulomb repulsion being also taken into account. The preferred nucleon numbers of the 
/ nuclei obtained from the theoretical calculations are in good agreement with the experimental 
data. The results strongly depend on the choice of g, the parameter of the spin-orbit coupling 
as well as on the assumptions for the density distribution. 


During the most recent development of nuclear physics the investigation 
of the nuclear shell structure has made considerable progress. The main reason 
for this is that the thorough investigation of the nuclear shell structure can 
shed light on a number of facts unexplained up to now and establish a clear 
relationship between facts that seemed to be individual. These facts mainly 
refer to the properties of the ground state and the low excited states of nuclei 
i. e. the spin, magnetic moment, electrical quadrupole moment, various tran- 
sitional probabilities for the low excited states etc. The shell model also solves the 
problem of the interpretation of the so-called preferred (magic) nucleon numbers. 

The shell model, inspite of its being successful in many cases, cannot be 
considered quite satisfactory, its validity being restricted to the explanation 
of nuclear properties of the above type. Nevertheless, numerous attempts have 
‘been made to work out the physical theory of the formation of the shell structure, 
‘because these theories which can account for other nuclear properties not 
‘explainable by the shell structure, failed to explain the facts which are associated 
‘with it. Of the attempts to establish a shell model the theory proposed by 
|\Mayer—Haxel— Jensen— Suess proved to be the most successful [1]. This theory 
iis based on the assumption that a strong interaction exists between the orbital 


and spin angular moments of the nucleons. 

Recently the theoretical justification for this basie assumption of the 
shell model has also been studied. The investigations showed that on the basis 
of the meson theory a strong spin-orbit interaction occurs indeed, the correct 
order of maguitude of which is also predicted by the theory [2]. 

From the point of view of applications, the theory assuming a strong 
spin-orbit interaction has also been much dealt with. In spite of its popula- 
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rity this theory has the defect of being in almost no connection with the problem 
of the elementary interaction between the nucleons. The quantum states 
describing the behaviour of the nucleons have always been studied in cases 
which do not correspond to the actual elementary interactions. Two schemes 
have been considered, one of which represents the potential field established 
by all the nucleons by a square well potential, and the other by an oscillator 
potential. The actual valley, as regards its shape, is generally assumed to be 
located somehow between the two above mentioned valleys. 

Undoubtedly though, as we shall see later, e. g. in the case of a common 
Yukawa type interaction, the shape of the resulting potential valley is between 
those of the two other types, yet the schemes of the square well potential 
and the oscillator potential are but a rough approximation. Thus e. g. the order 
of the neighbouring levels cannot be determined theoretically and we are referred 
to the experiment only. This is why in addition to the level order resulting from 
the schematic potentials an empirical level order must also be assumed, which 
differs, though not to a great extent from the level order of the square well 
potential. It is hardly hoped that better quantitative results will be obtai- 
ned e.g. for the transitional probabilities of isomeric transitions, if only wave 
functions determined by schematized potentials are considered. 

In the following our purpose is to calculate the resultant potential estab- 
lished by. the nucleons by assuming a plausible elementary interaction, and 
investigate the quantum states: of the individual nucleons. 


I 


For the elementary interaction between the nucleons a scalar Yukawa 
type interaction is assumed. Thus the interaction between the i-th and k-th 
nucleon is of the form 


Lr ix 
Vie (1) 


Tik 


where g is the coupling constant of the meson and nucleon fields, rjx the distance 
between the i-th and k-th nucleon, and yu relates to the mass of the 7-meson 
in the well-known manner. 

Thus the assumed interaction is a so-called Wigner force. It is evident 
that with the aid of such an interaction we cannot account for all the properties 
of the nucleus, e. g. it is certainly not suitable for the explanation of the satu- 
ration of the binding energy and the density. For the time being the explanation 
of the phenomenon of saturation is still an open question, whereas its conse- 
quence, the proportionality of nuclear volume to nucleon number cau be taken 
into account approximatively. The radius of the nucleus, which is thought of 


—————— CC LC 
————— 
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| as asphere, is fixed in accordance with the experiment, i. e. the radius of a nucleus 
consisting of A nucleons is 


R=1nA'h [ro = 1,42 - 10-!3 em]. (2) 


i la I 


Taking into account the interaction of protons too, in addition to (1) 
the Coulomb interaction must also be written down 


e2 


Cx = 


. (3) 


- Then the complete Hamiltouian of the nucleus is 


8 A Zz 
ES ep taes > Viet > Cine (4) 


t<k bee 


These masses of protons and neutrons have been assumed to be equal. 

Now the Schrédinger equation to be solved is separated into one-body 
Schrédinger equations, the complete wave-function of the nucleus being written 
in the Hartree approximation. Thus the treatment of the problem is greatly 
simplified. If the y; wave-functions of the individual nucleons are considered 
to be normalized the one-body Schrédinger equations are of the following form : 

For neutrons 


2m 1 
A yi + cr [es —— 5 =0 (5a) 


For protons 


Yi = 0 3 (5b) 


where 


A 
go= > ‘| wi (kt) Virtde (k) dixie os 


Zz * 
=> | Bi (k) Cutpe (h) deg 


(The first expression actually contains three different integrals. The form here 
is used only for simplicity.) 
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E= ¥ (E:+ Ei) (6b) 


is the energy of the nucleus. From (1) and (3) it is evident that the potentials 
@ and ¢ satisfy the potential equations : 


A 
AD— wD — Ang J |p? =4 78 (p + On), (7a) 


Z 
Ay = — 4meL'| p |? = — 47e@p. (7b) 


Now we proceed to solve these equations. The sums on the right side represent 
the number density of the nucleus, for the form of which the following assump- 
tions can be made. In the first approximation we may assume that the density ' 


of the nucleus is constant. 


5 if r<aR; | 
Op + On =0) = : | 
0 pe itors ne 
(8) 
mo. ir<R; | 
op = 


0 5 MLbR Epes at 


| 

| 

Another possible assumption is | 
| 

ms | 
(9) 


{ 

_pr2 | 

Op = Ope poe ®) 
| 

| 


00 = 008 


where the constants 00, @,@, and f must be suitably chosen. Solving equations 7 


(7) with these assumptions the potentials ® and ¢ thus obtained can be sub- Hy 


stituted into (5). This leaves only the Schrédinger equations to be solved, for 
which, of course, various constants must be determined or rather chosen. i 


IT 


For the adequate interpretation of the nuclear shell structure, however, 
the spin-orbit interaction must also be taken into account. By assuming the 
potentials ® and ¢ to be spherically symmetrical and neglecting the spin-orbit ; 
interaction resulting from the Coulomb field of the protons, which is sm 
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compared with the interaction from the much stronger field of nuclear forces 
| the term describing the spin-orbit interaction takes the following form : 


eee 
2 r dr 
where 
‘ 2 
g Aled pee, 
mc 2 
| K’ = ay if 
{ hee : if 
4 —(i+1)K Sh) | Tee 
j | mc 2 


_ Here y denotes a characteristic constant of the spin-orbit interaction, for the 
value of which 10 is assumed, i. e. the same order of magnitude as given by 


_ the meson theory. Equations (5) take now the following form : 
For neutrons 


2m 1 Kg 1 d® | 7 1 
A i E; @ = | 7 OF =| =IIl5 
| gett eee tly i + 
2m 1 Kg 1 d® 1 
Ay; E; @ - I1+1 i=0, = 1— —}]. 
arr | Le yey eae )Jy Y 4 
For protons 
— 2m 1 1 Kgl d® )\_ 
Ay; E; oO Viti 0% 
aera sly kee ae Per is a 
= 2m [= 1 1 Kg1 d® = 
Ay: + —|E; — — gb ep ——8 (+0) H=0 
A2 2 rdr 


We proceed now to solve these equations, by introducing polar coordinates, so 
(that they can be separated ; thus the eigenfunctions will be of the form: 


(21+ I) po, -144,me4 Ros [(E +m + I)? Ym (859) 0 (0) — 


— (I=m + 1)? YY), m+1 (8, 9) B (OD), 
(20 1)" Yn, j=1-2, m4 = Ru [(1— m)¥? Yim (8, 9) a (0) — 


—(l+m t 1)¥? Yy, m+1 (9, 9) B (0)], 


where Y;,,, (9, py) denote the well-known spherical harmonics, a (c) and f (c) 
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the spin functions, and Rn (r) the radial wave-function satisfying the following 
equations : 
d* Rn ak 2 dR, , 2m{ i Kg 1 d® 


EF — @ 
dr? ate ores baa r dr 


An 


I Ry — Rni =i 


etc. 

Our next step is to determine the energy eigenvalues E,,; of these equations, 
for which we need the solutions of equations (7). If @ =r® and y =rp and 
if these potentials are assumed to be spherically symmetrical, the differentiation 
with respect to r being indicated again by a colon, we obtain 


@” ne we @O — A4ngor, 


an 


yp” = — Anedyr. 


The boundary conditions are the usual ones, i. e. ® and py must be finite at zero 
and vanish in the infinite. 
With the density assumption (8) the solutions of the potential equation are 


71 =a] (1 + xg) EO 1 (x <4), 
x 


oi =a 
P, = aXxy ja + 9) ae exo | = (x > x9), 
L Xo x 
where f 
x =pr, x= UR, a= 33 

esd? perp 
Similarly ‘ 
3 Zeu Ze j 
= ee x2 (x <%), f 
om Xo 2x3 j 

Ze 

P= aa (x = Xo) . 


and with the density assumption (9a) 


@ (r) = 


®, 


Yar— 


ur D, [Var + | eo cod | 


3/2 el?/4a le 
a oa | 


=| 


where a and gg are constants and ®,(x) is the well-known Gaussian error- 


be 
2 a) 


eo 3 


function. 
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The solution of equation (9a) describing the Coulomb field of protons 
need not concern us here. 

The values of the constants 0) and a in the potential © are determined 
from the following conditions 


i) 


| eocretrrar =<, 
An 


0 


R 
f eoeretstar = <—*, 
An” 


0 


the latter of which means that our density distribution is chosen so that it 
contains, in addition to the nuclear radius R, in average one nucleon. From this 
_we obtain for the values of Q9 and a:» 


wn a(ef, om S28, 


oS : 
Ef r A2/8 


| Knowing the potentials, only the Schrédinger equation remains to be integrated. 
| The only quantity not determined, the constant g, characteristic of the inter- 
| action of nucleons, is chosen arbitrarily. Thus the value g =5e is chosen,! 
whichis of the same order of magnitude as is the actual value of g (still anknown). 
| Unfortunately, with our potentials the Schrédinger equation cannot be solved 
| analytically but by numerical integration. The main stress, of course, is on the 
| determination of the energy eigenvalues. 


III 


The numerical integration of the equations proceeds in the following way. 
| By introducing the function f(r) =r R(r) the equation to be solved is written 


a 1(i+1 
even —Aani + Vi qelie® f=@ 
ake x 
where 
2mEn, 5 a 2m 
‘eo Se (E<0); —Vi(x) ar Vi (x); 


whereas V;(x) is the potential which contains the term describing the spiu- 
orbit interaction and, consequently, / as a parameter. To determine the form 


‘1 With the value g = 3,5e see (3) and (4). 
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of f(x) from this equation the difference quotient is used instead of the second | 

differential quotient : | 

f(x +4 x) —2f (x) +f(x—Ax) | 
(Ax)? ; 


f(a ~ 


f(x + Ax) (Ax)? 


PET “Se 27 =F (aay 


The function f must satisfy the boundary conditions f (0) = 0 and f (co) =0. 
At Ax the function f (x) can assume an arbitrary initial value which changes iis 
normalization factor only. Thus the function f (x) can be calculated step by step. 
The parameter A must be chosen to satisfy the condition f (co) = 0. It is practic- 
able to choose the value of 2, so that it vanishes at a distance one and a half 
times the nuclear radius. 

Ax is chosen so that when the wave function has one root Ax = 0,5, 
and when it has more than one Ax=0,25.1 

The accuracy of the method has been checked in two ways. On the one 
hand, by computing the eigenfunctions of equations with analytical solutious 
(infinitely deep potential well) and on the other, by determining the comparati- 
vely most inaccurate levels belonging to the large I-s by the Stérmer method 
as well. It can be stated that the inaccuracy of the method with respect to the 
energy levels is less than 5%. 

The tediousness of the calculations is due to the fact that in consequence 
of the spin orbit interaction a different potential well must be determined for 
each level. 


IV 


ae 


me 


The results strongly depend on the density assumption. If the density 
distribution (9) is used the level order differs much from that known from the 
experiment (4). It is curious that 20, 50, 82, 126 occur as the sum of the number 
of states, but that there are no closed shells. The distances of the levels containing 
50 and 82 nucleons from their neighbours are within the error limit of the caleu- 
lation, i. e. even a slight change in the values of the levels may result in a consi- 
derable change in the sum of the number of states. Furthermore, as regards 
the values of the spin and the magnetic moment the agreement with the experi- 
ment is quite bad. It is possible that in the case of a smaller spin-orbit interactio 
the agreement would improve, but it is scarcely probable that it would be satis- 
factory. 


1 [ wish to thank to my collegue A. Békéssy, who proposed the procedure outlined he’ 
and greatly helped me with the checking calculations. 
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Thus we rather concentrate on the results obtained with the assumption 
of constant density. These results refer to some facts worth noting. If y, which 
is characteristic of the level splitting, is kept constant, we see that by increasing 
the charge g, which is characteristic of the intensity of the nucleon interaction, 
a change occurs in even the deepest levels (3), i. e. the levels Ids, and 2s), 
are interchanged. (The principle quantum number means here the number of 
roots of the radial wave function. There is no reason for insisting on the notation 
of atomic spectroscopy.) In the case of heavier atoms the levels cease to inter- 
change. This is, however, obviously of no significance, the interchange of these 
two levels being also demanded by the experiment. Evidence for this is the 
1/2 spin of P*1, or the 3/2 spins of Cl® and Cl°’ in the case of odd proton number 
nuclei, as well as the spin value of Si®® in the case of odd neutron number nuclei. 

For the spins of Na®? and Ne*! the only information offered by the scheme 
is the possiblity of the so-called Kurath-coupling. The same is true for the spin 
of Mn*, 

For the spins of Cu®, Ga®® and Ga’! the scheme gives the right values, 


the order of the 2p,, and If, levels being interchanged with respect to the 


level order of the square-well potential valley. All the same, owing to the com- 
petition of the two levels, it is still possible to explain the spins of the As”, 
Br® and Rb®’ isotopes (5). 

The assumption for the 1/2 spin of Ag!” and Ag! that a rearrangement 
would be possible owing to the competition of the levels p,, and g,,,, is not 
confirmed by the model. There is no doubt, however, that by increasing the inten- 
sity of the interaction the two levels may compete (in this case the number 
40 is no longer distinguished) [3 ]. 

As for the further level order which is (d,,, s,,, g,,) for neutrons (see 
1. Table V) and (d,,,, g.,) for protons (see Table VI) the following can be stated. 
The distance of the levels d,, and g,), is within the error limit of the calcu- 
lation. The interchange of the levels with respect to the level order of the square 
well potential is confirmed by the experiment. An example for this is the 5/2 
spin of Sb!21, 

The 7/2 spin of Ho! can be explained by the rearrangement of the f and 
h levels. With the assumption of a stronger interaction this explanation does 
not seem to be correct but there is a greater possibility for rearrangement if a 
smaller interaction is assumed (3). In addition, it is worth noting that the hs, term 
is much nearer to thed;, term than is shown by the scheme of the square well 
potential. (The distance does not exceed the error limit of the calculation.) 

Concerning the 9/2 spin of the Bi’” nucleus it should be noted that. the 
distance of the levels ho. and f7. in table VIII does not exceed the error limit 
of the calculation. 

It should also be pointed out that the sum of the squares of the one- 
particle wave functions obtained by the density assumption (8) does not supply 
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a Gaussian-like density distribution. Owing to the obvious inadequacy of the 
force assumption it is no use iterating the method. 

In conclusion I wish to express my thanks to my collegues, G. Marx for 
valuable comments, Méria Ziegler, B. Rozsnyai, Margit Halmagyi and Kléra 
Sebestyén for carrying out the numerical calculations. 


TABLE I TABLE II 
A = 40 N= 20 neutron levels A= 40 Z = 20 proton levels 
@ = const. @ = const. 
term —E.- 1075 erg term —E- 10+5 erg 
1si2 8,008 Is)9 6,704 
pie 6,470 pag 5,199 
Lag 5,868 Ipy)9 4,631 
Id, 2 4,898 Id5)2 3,795 
2s1)9 4,400 ooh 3,126 
Id5,> 3,661 dy). 2,575 
TABLE III TABLE IV ; : 
A = 82 N = 46 neutron levels A = 82 Z = 36 proton levels | 
@ = const. = const. | 
] 
term —E - 1015 erg term —E - 107% erg : 
Isy/2 9,51 isis 7,51 
Ips) 8,36 | Ipsia 6,34 | 
Ipy/2 8,01 Ipy)2 6,07 
ld5/2 7,11 ld5/2 5,10 | 
28442 6,67 2s1/2 "4,70 
dy). 6,47 1d5)2 4,53 
lfy/2 5,80 ? If ajo 3,83 | 
pals 5,27 pis 3,03 
2prje 4,83 If 5/5 2,89 
Ifs;2 ' 4,80 
[goo 4,33 j 
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O CNUHOPBUTAJIbBHOM B3AMMOJENMCTBHM HYKJIEOHOB 
T. Camown 


Pe3swme 


Ha ocHospe usBecTHOi Teopuu Maitepa—Xakcena—Ensena—Crocca m0 cTpyKType 
AePHbIX OOOMOUeK PaCCMATPHBAIWTCA BOSMOSKHBIC SHEPLeTHYeCKMe COCTOAHMA HYKIICOHOB 
TIpH MpeAMOMOKeHHH, YTO M@KAy HyKICOHAMM MMeeT MECTO MIpOCcTOe B3aMMOReHcTBMe Tuna 
}Oxapa. 3HaueHHe NOCTOAHHOM CBA3H g ODIO BLIOpaHO TaK, uTO g = 5e. IIM0THOCTb Apa Mpey- 
TlomaraeTca MOCTOAHHOH. B cTaTbe OTAebHO MpPMBeeCHbI 9HEpreTH4YeCKHe YPOBHM MpOTOHOB 
M HelTpPOHOB, C y¥eTOM KyJIOHOBCKOTO OTTaIKMBaHMA. Marnwueckue uncna Aep, MOyueH- 
HbI€ M3 TEOPHM, XOPOWO cormacyloTcA C MeiCTBUTeNbHBIMH MarMYeCKUMM YMCIaMH. Pe3ysb- 
TAaTbl CHIbHO 3aBHCAT OT MpeANOO.KeHMH, CeAHHBIX HAMM OTHOCHTEIbHO NOCTOAHHOH CBASH 
g, Mapamerpa cmMHOpOvTaNbHO CBASH M pactipesqeeHHA TWIOTHOCTH. 


WELLENMECHANISCHE BERECHNUNG 
EINIGER KONSTANTEN DES HF-MOLEKULS 


Von 
ZS. NARAY 


ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, 
BUDAPEST 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Eingegangen: 5. IX. 1953) 


Mit den Annahmen des Ionenmodells werden mittels eines wellenmechanischen Stérungs- 
verfahrens einige Konstanten des HF-Molekiils berechnet. Die Herleitung der Energiefunktion 
bzw. des Dipolmomentes erméglicht mittels der Naherungseigenfunktionen der Hartree-Methode 
oder der Slaterschen Eigenfunktionen u.s.w. die rein analytische Untersuchung weiterer 
Hydrogenhalogenide. Die auf theoretischem Wege durchgefiihrten Untersuchungen geben 
mit der Erfahrung gut iibereinstimmende Resultate. 


§ 1. Die Eigenschaften der Hydrogenhalogenide wurden von mehreren 
Verfassern diskutiert.1 Uber weitere Ergebnisse berichten J. I. Horvath [1], 
R. Gaspar und A. Kénya [2] und C. R. Miiller und H. Eyring [3]. J. 1. Horvath 
untersucht die Konvergenzfragen des von P. Gombds und Th. Neugebauer [4 ] 
herrthrenden Verfahrens und bestimmt eine Approximationsformel fiir das 
auftretende Impropriusintegral. Das in dieser Weise hergeleitete Resultat stimmt 
mit dem von Gombas und Neugebauer berechneten gut iberein. 

R. Gaspar und A. Konya berechnen unter Anwendung der vom stati- 
stischen Modell herrithrenden Dichteverteilung die Konstanten des HJ-Molekiils. 

Als eine Weiterentwicklung der »molecular-orbital« Methode arbeitete 
H. Eyring und C. R. Miller das Verfahren des »semilocalised orbital« aus. 
Letzteres wurde von C. R. Miller bei der Untersuchung des HF-Molekiils ange- 
wendet. Die Ubereinstimmung mit den gemessenen Werten ist bei dieser Methode 
besser als bei dem »molecular orbital« Verfahren. 

§ 2. In der vorliegenden Untersuchung méchten wir die hinsichtlich des 
HCl-Molekiils entwickelte, quantenmechanische Theorie der Wasserstoff- 
halogenide [5] in eine fiir die praktische Rechnung besser geeignete Form brin- 
gen, indem wir den Energieausdruck auf analytischem Wege auswertbar machen. 

Um dies durchzufiihren, setzen wir die radiale Dichteverteilung des n,1 
Elektrons im ungestérten F-Anion in der Form 

R? (4n,1,i5 Brit,» Yn,tyi) —= Z Gni,i pPn,t,i e- Dat (1) 


i 


an, wo n bzw. | die Haupt- bzw. Nebenquantenzahlen bedeuten. 


1 Hinsichtlich der Literaturangaben siehe z. B. [5]. 
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Die unbestimmten Parameter @p,1 i, Pnjt,irVn,1,i in (1) sind gemass 
den Bediirfnissen der Untersuchung auf verschiedenen Wegen zu ermitteln. 
Mit Hilfe des Slaterschen Verfahrens kann man im allgemeinen die Parameter’ 
der radialen Eigenfunktionen R,,; berechnen, jedoch miissen bei diesem 
Verfahren empirische Daten beniitzt werden. Wir bemerken hier, dass die _ 
Parameter der Slaterschen Eigenfunktionen von P. Gombds und R. Gdspér [6] 
auch mittels eines Variationsprinzips hergeleitet wurden. 

Um die Auswertung der Energieformel analytisch leicht durchfihrbar 
zu machen, sollen fiir die Parameter {,,,; modglicherweise ganze Zahlen gewahlt _ 
werden. | 

Ausserdem sind fir einige Ionen die mit der Methode des »self-consistent | 
field«-s berechneten Tabellen der radialen Elektronendichte vorhanden, und — 
es ist méglich, mittels analytischer Naherungsfunktionen dieser diskreten Werte _ 
die exakte Liésung des Mehrteilchenproblems zu beniitzen. 

Wir weisen darauf hin, dass wir spiter anstatt Ri, die Summe der ein- 
zelnen radialen Dichten 


= (21-1) R2 ,= 2D arf evr (la) | 


ti t—0 


beniitzen werden, wo N die zur dussersten Elektronenschale gehérende Haupt- | 
quantenzahl des Ions ist. In (la) haben wir der Einfachheit halber | 
2(21 + 1l)an,1,i = aj gesetzt und gleichzeitig statt B,,1,; = 6; und endlich statt | 
ee vl geschrieben. Da die Ermittelung der unbekannten Parameter fiir ein- | 
zelne Elektronen leichter ist, stellen wir die totale radiale Dichte als eine Summe | 
der einzelnen Elektronendichten gemiss (la) dar. 

In folgenden wollen wir im Sinne der weiter oben geschilderten Ziel- | 
setzung die Konstanten des HF-Molekils ohne Zuhilfenahme empirischer oder | 
halbempirischer Parameter berechnen, gleichzeitig den Energieausdruck — fir 
weitere Anwendungen — als Funktion der unbestimmten Parameter in (1) | 
darstellen. | 

§ 3. Die Eigenfunktionen des F-Anions sind den Tabellen von F. W. Brown | 
[7] entnommen. Letztere sind im wesentlichen die Lésung der Hartree-Gleichun- | 
gen, jedoch ist die Austauschwechselwirkung der zu den einzelnen Untergruppen 


gehérenden Elektronen in Betracht gezogen. 

In Abb. 1 sind die Quadrate der von F. W. Brown tabellenférmig angege- | | 
benen radialen Eigenfunktionen f,,, nebst der von uns berechneten Naherungs-| 
funktionen eingezeichnet. 

Entsprechend den Annahmen des Ionenmodells betrachten wir die all 
dung des Molekiils — abgesehen von der elektrostatischen Abstossung der 
gleichgeladenen Kerne — als eine vom H-Kation hervorgerufene Storumi al 
kugelsymmetrischen Ladungsverteilung des F-Ions. 7 | 


7 
| 


‘ 

= { 
| 
. 7 


(R2.) (Rap 0)” 

(R23)°, (R2p)® (Ris)? 

fs. P2p fis 
1,0 5 


0,9 


0.8 4 
0,7 
0.6 3 
0.5 : \ REE 
area 
0,4 2 | \ N 
0,3 ye : 
0,2 1 
0,1 cay 
3 Ey | 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8 0,9 1,0 r fiir fis (Ris)? 
Tie es eed 3 6 7 8 9 10 r fiir 3s. fo%, (Rds)*, (R4s)?, (Rap )?, (R2p) 


(in a) Einheiten) 
Abb. 1. 


1 (r) 2 = — 990 (2,166 r2e '® STeEER 5090, 1 ie. : i (r)]? = 0,987 (23,9 e330 O80 ree. 1: Sg artes en). [R3, (7) 2273, 200 7 ep ee Coulee mee 
Hine =o Rif (ry? = 21 e247" — 30,26 2.61% + URL, (P= LBLe 19% 
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Demgemiiss lasst sich der Stérungsanteil U(6) der Bindungsenergie mit 
des von H. Hellmann [8] angegebenen Stérungsverfahren nach [5 ]? 
r Form 


=y SS vii u(r, 0,9) Yn dt + 


Zi [> Svne u {r, 6, d) v (r, }, d, m) Prt dt 
| ee 


= Yn,1giad? v (r, 0, 9, m) Yn de 
nl 


(2) 


SJ Yn 4 (09,8) Ynrde [ve 10(F,8,9,m) Yay alt dle 
n 


vad fen grad? Dv (r, é, 0, m) Wnt dt 
nt 


ken, wo dr das Volumenelement des dreidimensionalen Raumes, ey 
ctronenladung und ay den kleinsten Bohr-Radius bedeuten. Das erste 
eite Glied in Gleichung (2) ist die Stérungsenergie U,(d) bzw. U,(6) 
. zweiter Ordnung. : 

‘ormel (2) ist das Polarisationspotential u(r, 5, 8) des Protons in 


co 
i Ta\” 
> P, ey les\% wenn |r| <0 
‘ b 1=1 oe (5) Ir| r 


ry 1 ie, é, 0) = 


ei i! oe 6 \v 1 
-[— >’ P, (cos 9) iy — =), Werth r|tene 
a r é 
[= 


(3) 


tt, wo P,(cos #) das Legendresche Botyuont v-ten Grades bedeutet ; 
hkeit der gestérten Eigeufunktionen 
Fn, Pry [1 +Av (; 6,9, m)] (4) 


renuge zu tun, setzen wir 


hier beniitzten Bezeichnungen weichen von [5] teilweise ab. 
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= > Pa(cos) at Bs wenn |r|<0, 


1=1 


v(r, 6,0, m) = (5) 


5 é v 
— > Py (cos 9) (-) pm , wenn|r| > 0 
Tr r ) 


mit endlichem m an. In (4) ist A ein Variationsparameter, der aus der Minimum- 
forderung der Energie des gestérten Systems bestimmt wird. 


. 


Abb, 2 


Die in Formel (2) auftretende Eigenfunktion yp,,1 steht mit R,; im 


folgenden Zusammenhang : 
1 Rn 
Da od (4st) sia (6) 


Um die Dissoziationsenergie E (6) zu ermitteln, miissen wir U (6) durch 
den von der Abstossung der Kerne herrithrenden Energieanteil gemiss der 
Gleichung 


E())=— u (@— 2 (7) 


day 


In (2) muss man die sich auf den ganzen Raum beziehenden Integrale _ 
wegen der Form der Funktionen u (r, 0, 0) baw. v(r, 6, 0, m) in zwei Teile | 
aufspalten. | 

Demgemiss kann man auch die fo eee: D(r) aus zwei | 
Teilen zusammensetzen. In dem Bereich I, 0<r<o' 


| 
Di(r)=> Sa lities yjr (1b) 
j { 

| 


; 
erganzen. . 
{ 


| 
| 


wahrend wir im Bereich II, 6° <r<co 


T | 
Dy (r) = aj Aj eT (Ie) 
= ; 


erhalten. Hs gilt 6' > 6; 6! und 6" sind ungefahr symmetrisch zu der erwarteten) . 
Gleichgewichtslage 69 zu wahlen. | 
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Die Definitionen (3) und (5) der Funktionen u (r, 6, 9) und v (r, 6, 3, m) 
ermoglichten die Aufspaltung der Dichtefunktion D (r) in D' (r) und D" (r) 
wodurch die Approximation der tabellierten Funktionen erleichtert wurde. 

Wenn man die Symmetrie der Integranden in (2) zu der die Kerne ver- 
bindenden Achse in Betracht zieht und gleichzeitig auch nach #(Abb. 2) integriert, 
erhalt man mit (1b), (1c), (3), (4), (5) und (6) die folgenden Formeln fiir die 
einzelnen Integrale der Gleichung (2) : 


Jae u(r, 6, 0) Wn dt = > fy, v (r, 6, 0, m) Ynit Whe cs 
nyt ae: 


fi 


= S|api (e!!—1, At — SE py heh], (8a) © 
j 


> [yr u(r, 6,9) v(r, 6,9, m) Pn, dt == 
1; 


igh etme ; 
FS way E+ a+ ofS a 
j Ea 2 


(8b) 


—= 1 (8 — 1,914] + So yr tO —26-+0.79]| 


yoo lv + 1 {’ 
und 
: SN ee ea 
DJ Pir erad 0 (.2,.m)ynde= > E 2 ee L'[6} +2(—1),y4) + 
oS, 3 (vy + 1) 6 LM [Bi — 2 (vy + 2). 914]. (8) 
i=0 N 
wo 
! a! da—6 
ina, 'b) = eee > Si a , wenna >0, 
(a, b) see é Poe = 
ed ~ 4 Cees teed 
Psa (a — ¢)!b&+! 
\Z™ (a, b’ = | — &:(— 65), wenna = —1, 
= eet GA ja\—I (9) 
e—0d  ( bys (ja|—¢ 1)! b - €:( bd), 
Cal (lal—1)telaeS, (jal — 1)! 


wenna < — 1 
Cc 
Oey d 
. und &; (—c) oe dt ist. 
| co 


Die Resultate der Auswertung der Gleichung (7) sind in Tab. I zusammenge- 
‘tellt und in Abb. 3 aufgetragen, 


, a 
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TAB. I 
$e 
6 
ie 1,8 1,9 2,0 2,2 
\ 
—0,483, —0,504, —0,512, —0,511, | 0,495, 
| 


Aus (7) ergibt sich fiir das Energieminimum 


2 
Eimeor = E (0,) = 0.5142 = 13,98 eV 
a 


0 


und fiir den Kernabstand 


Zum Vergleich ergibt sich fiir die empirische Dissoziationsenergie des Molekiils 
in H- und F-Ionen bei einem hypothetischen Kreisprozess unter Anwendung 


5) = 1,94, = 1,026 A. 


der Messungen von R. M. Talley, H. M. Kaylor und A. H. Nielsen [9] 


und der empirische Kernabstand gemiss Landolt— Bornstein [10] 


—_—— 


Eomp = 15,58 V 


3p emp = 0,92 A. 


— 
O in a Etnheiten 


Finhewten 


/% 


0, 


Eine, 


-Q52 


-053 


LOAT. 168 ehGN 2 0 hans, aes. 
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§ 4. Mit den in Tab. I zusammengestellten Daten lasst sich die zur Berech- 
nung der ultraroten Eigenfrequenz » nétige zweite Ableitung nach 6 der 
Energiefunktion E berechnen. Wir erhalten 

E'! (0) 5 ‘ 
i" Bae (10) 


1 
Ue 
27 


= M,M, | - 
M,+M, 


Hier bedeutet M, die Protonen- M, die Fluor-Anionmasse, also M die reduzierte 
Masse. 
Der so berechnete Wert ist Piheor = 13,24. 103sec—*, wahrend sich empirisch 
emp = 12,4. 10%sec* ergibt. 
§ 5. Aus Gleichung (4) lasst sich die deformierte Kigenfunktion mit Hilfe 
des Variationsparameters bestimmen. Letzterer lasst sich aus der Minimumforde- 
_tung der Energie in Form 


: “ . ; 
A (09) aa Us, (55) [ — fur u (r, do, 0) v (r, 80; dD, m) Ynit dt — 


—l 
= 2 [v8 12 (785.9) © (r 8569, m) yn, rd] a 


schreiben. . 


Das Dipolmoment in der Gleichgewichtslage der Kerne erhalt man als 
Ht = ey (bp — = [ oX 1r cos ODP nat) . (12) 
Die ausfiihrliche Rechnung ergibt 


[gh 1r 0089 9 n,:dt) — 

nl u 

(13) 

_ 7, S| ge DE +27) + Ought 2" (2.919 
Sale| OG + 


Mit Hilfe der Gleichungen (11), (12) und (13) erhalten wir 


Mtheor = 1,84 - 10—!8 c.g... 


Der empirische Wert fiir das Dipolmoment ist nach A, J. Weith, M. E 
Hobbs und P. M. Gross [12] 


empeetol 10 eens, 
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Wir haben die Resultate unserer Berechnungen in Tab. IT zusammenge- 
stellt. Die in den Klammern stehenden Zahlen geben die prozentuelle Abweichung 
von den empirischen Werten an. 


TAB. II 

| Se Kernabstand Eigenfrequenz | Dipolmoment 

| E (5,) Aor ek & 3 ee, 
in eV Einh, in Eink. in sec— 1 Binh, | in e.g.s, Einb, 

| | 

Theoretisch | 12:06 1,02, 13,24 - 1023! 1,84 - 10—28 

: (11%) (10%) (7%) | (4%) 
Empirisch 15,58 0,92 12,4 - 1018 | 1,91 - 10-78 


Ich méchte den Herren Prof. L. Janossy und I. Kovacs fiir ihre wertvollen 
Diskussionen meinen Dank aussprechen. Fir die numerischen Rechnungen 


bin ich Frl. M. Ziegler dankbar. 
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BbIUMCJEHHYE HEKOTOPbIX MOCTOAHHbIX MOJIEKYJIbI HF i 
HA OCHOBE TEOPMUM BOJIHOBOM MEXAHUKM 
K. Hapau 
Peswme . 
HekorToppie xapakTepHble MOCTOAHHBIe MOeKyJIbI HF BeMCIAIOTCA Ha OCHOBE MOAENM ~ 
MOHa TIP NOMOMIM NepTypOauMOHHOTO MCUMCIeCHMA BOMHOBOM MeCxXaHUKH. Buipeqenne PyHKUHH 
QHEPrH UCHOb30BaHHeM TIPHOMMKeHHBIX COOCTBCHHBIX PyHKUM meTOAa TapTpu ws >Ke 
COOCTBeHHBIX byHKHit CnoTepa Mu T. 0. WaeT BOSMO)KHOCTh aHAaIMTYMCTONYECKOTO MCCIEAO- 


BaHHA JIpyrHX BOOPOMO-raslONAOB. MccneqoBpaHHc, MpOBeseHHbIe yMOMAHYTbIM MeTOJIOM, 
anu pe3yJIbTaTbl, XOPOIWO cOBMamarwuywe C OMbITOM. 


) 
) 
: 
: 


UBER EINE APPROXIMATION DES HARTREE- 
FOCKSCHEN POTENTIALS DURCH EINE UNIVERSELLE 
POTENTIALFUNKTION 


Von 


R. GASPAR 
ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, BUDAPEST* 
ABTEILUNG FUR THEORETISCHE PHYSIK 


(Vorgelegt von P. Gombaés. — Eingegangen: 12. XI. 1953.) 


Eine der schwierigsten Fragen des Mehrteilchenproblems der Atomphysik ist — vom 
Gesichtspunkt der numerischen Berechnung — die Beriicksichtigung der Austauschenergie. 
In den Berechnungen der statistischen Atomphysik wird diese Energie mit Hilfe eines Gliedes 


| in Betracht gezogen, das wesentlich einfacher als der ihm entsprechende wellenmechanische 


Ausdruck ist und das mit der Gesamtdichte @ der im Atom vorhandenen Elektronen im Zusam- 

menhang steht. Die Austauschenergiedichte betragt yq = (4/3) %q @ 1/8. In einer fritheren Arbeit 
des Verfassers wurde der Nachweis gefiihrt, dass die mit der Methode des self-consistent field« 
ohne Beriicksichtigung der Austauschenergie bestimmten reduzierten effektiven Kernladungen 
Z,/Z durch eine universelle, von der Ordnungszahl unabhiingige Funktion beschrieben werden 
k6nnen, wenn man als unabhingige Variable die zum Abstand r vom Kern proportionale Grésse 
x = 1/ einfithrt. In der vorliegenden Arbeit wird nunmehr gezeigt, dass auch die Grisse ot 8/728 
in der gleichen Naherung und mit der gleichen unabhingigen Variablen wie oben durch eine 
universelle Funktion beschrieben werden kann. Mit dem so gewonnenen Dichteausdruck liisst 
sich also das statistische Austauschpotential in einer universellen Form angeben und dann bei 
wellenmechanischen Berechnungen verwenden. Es ist zu erwarten, dass die Summe von Aus- 
tauschpotential und von dem in der vorigen Arbeit bestimmten elektrostatischen Potential 
eine gute Naherung fiir das Hartree—Focksche Potential darstellt. Mit diesem Potential wurden 
Berechnungen durchgefiihrt, um die Eigenfunktionen und die Energie der Elektronen des 
freien Cu-Atoms zu bestimmen. Die Integration der Einelektron-Schrédingergleichung erfolgte 
auf numerischem Wege. Die Ergebnisse sind in den Tabellen II—X enthalten, wo auch die 
Lésungen der Fockschen Gleichungen fiir das Cut+-Ion zu Vergleichszwecken angefiihrt sind. 
Aus den Angaben der Tabellen geht deutlich hervor, dass die nach der hier vorgeschlagenen 
Methode berechneten Higenfunktionen und Eigenwerte mit den nach der Hartree—Fockschen 
Methode ermittelten Eigenfunktionen und Energiewerten gut iibereinstimmen. 


Einleitung 


Hines der wichtigsten Aufgaben des Mehrteilchenproblems der Atomphysik 
besteht in der Bestimmung der Elektronenverteilung der Atome und Ionen. 
Das beste Verfahren hierfiir ist bei schweren Atomen die Focksche Erweiterung 
der Methode des »self-consistent field« [1]. Diese Methode beriicksichtigt auch 
die Austauschenergie und baut die Eigenfunktion des Atoms in Determinanten- 
form aus den Einelektroneigenfunktionen auf, wodurch gewihrleistet wird, 
dass sie die richtige Symmetrie gegeniiber dem Elektronenaustausch aufweist, 
d. i. antisymmetrisch ist. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, dass 
wenn man einige Lésungen ohne Austausch, also Hartreescher »self-consistent 


* Adresse: Physikalisches Institut der Universitit fiir Technische Wissenschaften, 
Budafoki-ait 8., Budapest XI. 
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field«-Lésungen kennt, ein universales Potentialfeld zur Bestimmung von 
Einelektroneigenfunktionen angegeben werden kann, die gute Naherungen zu 
den Lésungen der Fockschen Gleichungen darstellen. 

Diese Methode wurde zuerst auf das Cu-Atom angewandt, und die Lésun- 
gen mit den von Hartree fir das Cu’ -Ion ermittelten Ergebnissen verglichen. 
Das Cu-Atom wurde deshalb zum Gegenstand unserer Untersuchungen gewahlt, 
weil es das schwerste Atom ist, fiir welches noch die mit der Austauschenergie 
erweiterten »self-consistent field«-Gleichungen, die sogenannten Fockschen Glei- 
chungen, gelést wurden. Zum Vergleich wurde das fir das Cut-Ion errechnete 
Ergebnis herangezogen, weil nur dieses zur Verfiigung stand, doch kaun die hier 
vorgeschlagene Methode nur auf neutrale Atome angewendet werden. Wie jedoch 
aus den Ergebnissen hervorgeht, iiben die Valenzelektronen (locker gebundene 


Elektronen) des neutralen Atoms keinen allzu grossen Einfluss auf die Elektro- 


nenverteilung des Ions aus, so dass auch der quantitative Vergleich erfolgreich 
vorgenommen werden kann. Auf diese Frage soll spater noch ausfihrlich einge- 
gangen werden. 


Die Austauschenergie und ihr Potential 


Es sei zuerst kurz darauf hingewiesen, dass ihnlich wie bei Lenz, Jensen 
und Gombds [2] fiir die Austauschenergie ein Potential angegeben werden kann, 
das schon frither von Dirac [3] in die statistische Atomtheorie eingefiihrt wurde. 
Neuerdings fiihrte auch Slater [4] ein Austauschpotential ein, dessen Gestalt 
fir freie Elektronen vollstandig mit der Diracschen Form iibereinstimmt und 
einfach das Anderthalbfache des letzteren ist. Da diese Potentiale in den vor- 
liegenden Ausfiihrungen eine massgebliche Rolle spielen werden, erscheint es 


angezeigt, hier vorerst einen kurze Darstellung des Diracschen Potentials und 


seiner wesentlichen Eigenschaften zu geben. 

Es sei angenommen, dass in einem Atom die Elektronendichte 0 betrigt, 
wahrend das untersuchte Elektron das in den Verband dieses Atoms gehért, 
die im wellenmechanischen Sinne genommene Dichte v aufweist. In diesem Falle 
ist die Anderung der Austauschenergie, wenn man die Elektronenwolke von der 
Dichte v aus dem Atom herausnimmt! 


AE = “at § 9 4/3dv— { (@—?) 4/3dy — | v4/3 dv}, (1) 


wo dv das Volumenelement bezeichnet und das Integral auf den ganzen Raum 
auszudehnen ist, wahrend %q= (3/,) (3/2)!/%e? betragt. In der Gl. (1) kénnen die 


einzelnen Glieder sehr anschaulich gedeutet werden. Das erste Glied stellt die — 


Austauschenergie des Atoms, das zweite die Austauschenergie des nach Weg- 
nahme des Elektrons verbleibenden positiven Ions von der Dichte 9 — v und 
schliesslich das dritte die Selbstaustauschenergie des Elektrons dar. Da @ 2B 
immer Giiltigkeit besitzt, kann das zweite Glied der Gl. (1) mit Hilfe der Bino- 
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minalreihe umgeformt werden. So erhalt man aus Gl. (1) bei Vernachlassigung 
der kleinen Glieder héherer Ordnung 


aie '/3ydy =e dl A (2) 


AEg = Xa 


Abb. J, Die reduzierten Elektronendichten der neutralen Atome im universellen Koordinaten- 
system. Um die Verhiltnisse in der Nahe des Atomkernes besser tiberblicken zu kénnen, wurde 
1/x als Abszisse eingefiihrt. Die am unteren Rand befindlichen Pfeile bezeichnen die Stellen 
der Maxima der radialen Eigenfunktionen der in den einzelnen Atomen befindlichen 1s-Elektro- 
nen. Die mit verschiedenen Bezeichnungen markierten Punkte sind durch die mit der Methode 
des »self-consistent field« ohne Austausch berechneten Dichten bestimmt. Die gestrichelte 
Kurve stellt die analytische Kurve (9’/Z)'/* — Ce %*/(1 +. Ax) mit den Parametern (10) dar. 


; : q 
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Wenn v =| ist, wo y die auf 1 normierte Eigenfunktion des untersuchten : 
Elektrons bezeichnet, dann ist das erste Glied der Gl. (2) der wellenmechanische | 
Durchschnittswert der potentiellen Energie ) 


j 

Fh 1% om 
3 } 

; 

4 

4 


Abb. 2. Die reduzierten Elektronendichten der neutralen Atome im universellen K oordinaten- 

system. Teil von Abb. 1 in grésserem Massstab und mit mehreren nach der Methode des »self- 

consistent field« berechneten Punkten. Uber die Bedeutung der einzelnen Bezeichnungen v¢gl. 
Abb. 1. 


und das zweite Glied die Selbstaustauschenergie des Elektrons von der Dichte- 
verteilung v. Lasst man also das zweite Glied der Gl. (2) weg, so ist im ver~ 
bleibenden Glied auch die Selbstaustauschenergie des Elektrons von der Dichte- 
verteilung v enthalten. Wenn man nun die Schriédinger—Gleichung mit Hilf 
der potentiellen Energie (3) ansetzt, so muss man dafiir sorgen, dass die Selbst- 
austauschenergie irgendwie kompensiert wird. Das der potentiellen Energi 
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(3) entsprechende Potential ist das Diracsche Potential bzw. dessen Andert- 
halbfache, das Slatersche Potential. 
Das universelle Potential 


In einer fritheren Arbeit des Verfassers [5] wurde bereits gezeigt, dass 
die reduzierte effektive Kernladung der neutralen Atome in guter Naherung 


0025 


Oo 70 20 5/0) 40 50 60 70 


Abb. 3. Die reduzierte Elektronendichte der neutralen Atome in grosser Entfernung vom Kern 
im universellen Koordinatensystem. Dementsprechend wird als Abszisse x verwendet. Die 
Bezeichnungen wie in Abb. 1. 


in der Form 
—A ox 
Zp e—“o 


oe ee 4 
Z 1+ Ayx (@) 


geschrieben werden kann. Mit Hilfe dieser Gleichung lasst sich sofort fiir simt- 
liche Atome das effektive Potential 


vase (5) 


angeben. In der Gl. (4) sind 


Ay = 0. LBS 72, Ay = 1,08 (6) 


8 Acta Physica I1I/3—4 
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und 
x= as 2 (7a) 
i 
wahrend 
0,8853a, 
= aries (7b). 


die aus der statistischen Atomphysik wohlbekannte, sich von Atom zu Atom 
verandernde Lingeneinheit darstellt. Uber das Ausmass der Giiltigkeit von 
(4) gibt Abb. 1 der obenerwahnten Arbeit des Verfassers [5] Auskunft. 

In der statistischen Theorie ohne Austausch (Thomas-Fermische Nahe-_ 
rung) kann auch die Dichte der neutralen Atome in ein Koordinatensystem 
transfurmiert werden, in welchem diese einen universellen Ablauf zeigen. 
Am zweckmissigsten ist es, als Abszisse die durch Gl. (7a) definierte Grésse 
« und als Ordinate (0/Z?)!/3 zu nehmen. Es soll nun untersucht werden, inwie- 
weit dieses universelle Verhalten der Dichtekurven bei genaueren wellenmecha- 
oischen Berechnungen Giltigkeit besitzt. 

In Abb. 1—3 wurden die mit der Methode des »self-consistent field« bei 
Vernachlissigung der Austauschglieder ermittelten Gréssen (0/Z?)!/3 als Funk- 
tion von 1/x bzw. x dargestellt. In die Abbildungen wurde als gestrichelte Kurve 
- auch die Dichteverteilung nach der Thomas—Fermischen Theorie eingetragen, 


bei der 

0 \ 13 1 p\1/ 

| aye | : (8) 
2 Anu? Z \ x 


ist. In Gl. (8) ist gp die Lésung der Thomas-Fermischen Gleichung fir neutrale 


TABELLE I 


Uber die Anwendungsbereiche der bei der numerischen Integration der Differentialgleichung (17) 
gebrauchten Intervallingen h. 


Anfangspunkt Endpunkt h 
0,000 0,090 0,006 
0,090 0,288 0,018 
0,288 0,936 0,036 
0,936 2,160 0,072 
2,160 4,320 0,144 
4,320 10,368 0,288 
von 10,368 = 0,576 
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Atome; % ist demnach eine universelle, von der Ordnungszahl unabhiangige 
Funktion, wahrend yZ eine universelle Konstante darstellt. 

Aus Abb. 1 geht gut hervor, dass abgesehen von der unmittelbaren Umge- 
bung des Atomkerns (grosse 1/x-Werte), die Dichteverteilung der neutralen Atome 
in diesem Koordinatensystem auf einer betrichtlichen Strecke nur wenig von 
der Ordnungszahl abhingt. Die in der Abbildung voll ausgezogene Kurve kann 
durch die Gleichung 


a (9) 


e 1/3 Ce-& 
ZL? 1+ Ax 


dargestellt werden, wobei die Konstanten folgende Werte besitzen : 
C=3,la,!, a=0,04 und A=9. (10) 


: Die genauere Bestimmung der Konstanten C kann auf folgende Weise erfolgen. Die 
Dichte muss normiert sein, und da es sich hier um ein neutrales Atom handelt, bedeutet dies, dass 


co 


A fe dr =Z (a) 
0 


ist. Durch Einsetzen von (9) und mit Hilfe von (7) geht man auf die Variable x itiber und erhilt 
nach einer Vereinfachung 


—3ux 
Aoqp® ZC} [ A eee () 
0 


Zieht man in Betracht, dass “3Z = 0,8853? a? ist, so erméglicht die jetzt von der Ord- 
nungszahl unabhangige Gl. (b) die Bestimmung von C unabhangig von der Ordnungszahl. 
Beriicksichtigt man weiterhin, dass 


Fe Saxe 3a/A : 3 

Beers oa ENS Oe _ 3a ( _ 6a a) — 3 ( =| 
laa" er gs xi ( A.) Aa Ped, rea eas! eg 
0 


ist, so erhilt man C=3,2 a,~! was mit dem angenommenen Wert C = 3,1 a,—} ziemlich gut 
tibereinstimmt. Bei letzterem Wert von C gibt indessen die Kurve @’ in dem wichtigen Bereich 
gute drtliche Durchschnittswerte, so dass dieser Wert beibehalten wurde. 


In Abb. 2 wurde der zu den kleinen 1/x-Werten gehérende Teil der Abb. 1 
in grésserem Massstab gezeichnet, wobei auch mehr Punkte aufgetragen wur- 
den. Auf dieser Strecke sind die Unterschiede zwischen den zur gleichen Koordi- 
nate x gehérenden @-Werten wesentlich geringer. Aus den beiden Abbildungen 
ist gut ersichtlich, dass die Dichtewerte im Falle von 1/x —>co gegen konstante 
Werte konvergieren. Besonders auff allig ist dies beim Be, weil bei diesem Element 
dieses asymptotische Verhalten bereits bei kleinen 1/x-Werten in Erscheinung 


8* 
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tritt. Der Wert der Konstante andert sich dagegen von Atom zu Atom und | 
nimmt im allgemeinen mit der Ordnungszahl zu. Die Kurve der Thomas— Fermi- 
schen Theorie ist eine universelle Kurve, und es ist offensichtlich, dass sie fiir 
schwerere Atome diesen standig zunehmenden Wert nur dann annehmen kann, | 
wenn sie selbst im Falle von 1/x oo ins Unendliche wachst. Eine einfache | 
Uberlegung zeigt, dass dies nur bei einer Gréssenordnung von (1/x)?? erfolgen | 
kann. | 
TABELLE II 
Die radiale Eigenfunktion des 1s-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cu*-Ions, berechnet mit 


dem universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden | 
Gréssen sind in atomaren Einheiten angegeben. 


pe a —— i 
Nach Nach 
fe Hanne rock | Hier berechnet : Hane vock | Hier berechnceiaan 
0,000 0,000 0,000 0,100 1,769 1,760 
0,005 1,326 1,341 0,120 1,211 1,201 4 
0,010 2,220 2,293 0,140 0,809 0,798 
0,015 2,985 2,991 0,160 0,530 0,521 
0,020 piaee 3,459 0,180 0,344 0,335 
0,025 3,129 3,752 0,200 0,221 0,213 
0,030 3,876 3,889 0,220 0,141 0,136 
9,035 gore 3,929 0,240 0,089 0,086 
0,040 pisel 3,889 0,260 0,056 0,056 
0,050 3,645 3,650 0,280 0,036 0,034 
0,060 3,290 3,290 0,300 0,023 0,018 
0,070 2,890 2,885 0,350 0,007 0,002 
0,080 2,488 2,480 0,400 0,002 ms | 
0,090 - 2,110 2,103 0,450 0,001 = 


In Abb. 3 wird die Anderung der Dichteverteilung in dem vom Atomkern 
entfernten Bereich gezeigt. Es ist ersichtlich, dass trotz der ziemlich grossen 
Streuung der Dichtewerte in einer ersten Naherung die Abhangigkeit von der 
Ordnungszahl vernachlassigt und diese — fiir den spiter ausfihrlich zu beschrei- 
benden Zweck — durch die vollausgezogene Kurve approximiert werden kann. 
Die Thomas—Fermische Dichte verliuft dagegen im dusseren Bereich wie deut- 
lich erkennbar ist, oberhalb der wellenmechanischen Dichtekurven und geht 
nur sehr langsam gegen Null [6]. ' 

Nach einem Vergleich der drei Abbildungen darf man behaupien, dass 
die mit der Methode des »self-consistent field« ohne Austausch berechneten 
Dichten im gewahlten speziellen Koordinatensystem — abgesehen von de 
nahe zum Atomkern gelegenen Gebieten und den Randgebieten — im allgemeinen 
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durch die Funktion (9) gut beschrieben werden kénneu. Weiterhin lasst sich 
feststellen, dass das Verhalten der Funktion (9) in dem vom Atomkern ent- 
| fernten Bereich dem Verhalten der wellenmechanischen Dichte eutspricht, da 
sie exponentiell verschwindet. Um die Grésse des in Betracht kommenden 
Bereiches besser iiberblicken zu kénnen, wurden in Abb. | jene Stellen, an denen 
die radialen Dichtemaxima bei den innersten 1s-Elektronen der einzelnen Ele- 
mente liegen, (durch einen Pfeil und das chemische Zeichen des betreffenden 
Elementes zusamme mit der in der Abbildung benutztex Bezeichnung) bezeich- 
net. Es sei ferner bemerkt, dass beim Element Cu — die ausfihrlichen Berech- 
_nungen wurden fir dieses Element durchgefiihrt — sich das radiale Dichte- 
maximum des 3d-Elektrons, also des fussersten Rumpfelektrons an der Stelle 
| Xm & 2,16 befindet, in dessen Nahe die Naherungsfunktion (9) die mit der 
Methode des »self-consistent field« ermittelten Ergebnisse noch recht gut 
approximiert. 


TABELLE III 


Die radiale Eigenfunktion des 2s-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut-Ions, berechnet mit 
dem universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden Gréssen 
sind in atomaren Einheiten angegeben. 


: r Pn ag: |’ Hier Bercehuet r Fe ipa Bien bevcouncl 
0,000 0,000 0,000 0,200 —2,168 2,164 
0,005 | 0,407 0,396 0,220 —2,134 2,132 
0,010 0,700 0,690 0,240 —2,050 — 2,043 
0,015 0,896 0,895 0,260 —1,932 —1,932 
0,020 1,011 1,010 0,280 ~1,195 —1,790 
0,025 1,061 1,058 0,300 ~1,646 —1,642 
Abel) Lees BSt 0,350 —1,270 —1,267 
Oe 1,009 G00 0,400 —0,940 —0,938 
ee ee Ee 0,450 | —0,674 | —0,672 
0,050 0,686 0,672 0,500 —0,472 — 0,469 
0,060 0,384 0,366 0,550 —0,328 —0,317 
0,070 0,054 0,034 0,600 — 0,225 —0,205 
0.080 ey aaa 0,700 —0,104 —0,120 
0,090 —0,602 mee 0,800 —0,048 — 0,096 
0,100 —0:900 ace 0,900 —0,022 — 0,066 
0,120 —1,403 —1,420 1,000 —0,011 —0,038 
0,140 —1,770 —1,778 1,100 —0,004 —0,002 
0,160 —2,007 2,014 1,200 —0,002 = 
0,180 —2,132 —2,133 1,300 —0,001 z 
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Mit Hilfe der Gl. (5), (3) und (9) gelangt man zu folgendem universellen 
Potentialfeld : 

=x , za 
=~ Zpe ry 4, Ha o’ Wi) = Ze é€ 0 + C ée Leo : (11) 
T 3° e r 1+A,)x e 1+ Ax 
Wo io, Ap, @ und A die durch die Gl. (6) und (10) bestimmten Werte annehmen ' 
und wo , | 


ce 5 HBC (12) 


ist. 

Eine dusserst angenehme Eigenschaft des Potentials (11) besteht darin, 
dass es fiir jedes beliebige Element ohne besondere Schwierigkeit, bloss durch 
Veranderung der Ordnungszahl gebildet werden kann. Dabei ist aber zu beachten, __ 
dass laut Gl. (7) infolge der Abhangigkeit von uw von der Ordnungszahl sich . 
auch x immer verandert. Das Potential (11) stellt auch die Austauschenergie 
in Rechnung. Wie bereits erwahnt, kommt in der Austauschenergie in einer 
schwer von dieser zu trennenden Weise auch die sogenannte Selbstaustausch- 
energie des betreffenden Hlektrons vor. In der vorigen Arbeit des Verfassers 
[5] wurde bereits ausfuhrlich darauf hingewiesen, dass im Potential (5) das 
elektrostatische Selbstpotential des betrachteten Elektrons enthalten ist. Die 
beiden Selbstpotentiale weisen entgegengesetzte Vorzeichen auf und kompen- 
sieren einander im Potential (11) in ziemlich guter Naherung. Auf diese Weise 
gibt das Potential (11) eine sehr gute Naherung fiir das wirkliche Potentialfeld 
des betrachteten Elektrons. ; 

Es sei noch erwihnt, dass das zweite Glied der GI. (11), das Austauschglied, 
in der Nahe des Atomkerns im Vergleich zum ersten Glied nur ein kleines Korrek- 
tionsglied darstellt, so dass in der Nahe des Kernes die Abweichung zwischen 
der wirklichen und der durch die Funktion (9) definierten Dichte fiir das Potential 
{11) belanglos ist. In den ausseren, vom Atomkern entfernt gelegenen Gebieten 
ist die Streuung der wirklichen Dichteverteilungen verhaltnismassig gross. 
Auf diesen Gebieten entfallt aber — selbst beim sehr locker gebundenen 3d-Elek- — 
tron — nur der tber das Maximum hinausgehende, verhiltnismiassig kleine 
Teil der Eigenfunktion, so dass man sich auch hier mit dem groben Mittelwert 
der Dichteverteilung, mit der Gl. (9) begniigen kann. 


Die Schrédinger-Gleichung und ihre Lésung 


Bei Verwendung des Potentials (11) lautet die Schrédinger-Gleichung eines 
sich im neutralen Atom befindlichen Elektrons 


2 2 
‘ ee dy — (“ER + mag! |y = By . (13) 
T 


2 
82? my 
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Hier bezeichnen, wie iiblich, my die Masse des Elektrons, h das Plancksche Wir- 
kungsquantum und E bzw. y die Energie bzw. die Eigenfunktion des Elektrons. 
Da das Potential (11) kugelsymmetrisch ist, kann die Lésung der Gl. (13) in 


TABELLE IV 


Die radiale Higenfunktion des 2p-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut-Ions, berechnet mit dem 
universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden Grissen 
sind in atomaren Einheiten angegeben. 


+ ere an i bn a ll a 
t Fees Pek Hier berechnet r ee Fock | Hier berechnet 
| 
0,000 0,000 0,000 0,220 1,934 1,919 
0,005 0,016 0,021 0,240 1,808 1,791 
0,010 0,061 0,060 0,260 1,670 1,657 
0,015 0,128 0,129 0,280 1,528 1,510 
0,020 0,213 0,221 0,300 1,386 1,364 
ee a Ue 0,350 1,055 1,050 
SOY G16 0,437 0,400 0,778 0,775 
ee B28 0,549 0,450 0,561 0,563 
wT 0,644 0,665 0,500 - 0,398 0,398 
0,050 0,877 0,901 0,550 0,279 0,280 
0,060 1,103 1,119 0,600 0,195 0,193 
9,070 1,312 Bo 0,700 0,093 0,091 
A oo bene 0,800 0,045 0,042 
0,090 1,663 1,669 0,900 0,022 0,018 
0,100 1,801 1,829 1,000 0,011 0,005 
0,120 2,002 2,003 1,100 0,005 eB 
0,140 2,111 2,125 1,200 0,002 = 
0,160 2,142 2,145 1,300 0,001 $s 
0,180 2,113 2,104 1,400 0,000 as 
0,200 2,040 2,027 
der Form 
p= £0. Yim (9, ¢) (14) 


angenommen werden, wo Y jm eine Kugelflachenfunktion ist, die zu der Neben- 
quantenzahl / und zur magnetischen Quantenzahl m gehdrt. f(r) ist die radiale 
Eigenfunktion, welche die Gleichung 


poder eee Soko ee Bo \r- 0 
3 


dr? h2 r r 


(i=0,1,2, ...) (15) 
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befriedigt. Die Gl. (15) ist bei folgenden Randbedingungen zu lésen : 
fj =0, 


f’ (0) = const. = beliebig , (16) 
lim f(r) = 0. 
T— co 


Eine die Randbedingungen (16) befriedigende Lésung der Gl. (15) gibt es nur 
bei gewissen Werten des Energieparameters. Diese Werte seien hier mit En; 
bezeichnet. Setzt man auf Grund des Vorstehenden in Gl. (15) den Wert von 
Z, aus Gl. (4) und den Wert ven 0’? aus Gl. (9) ein, so erhalt man aus den Glei- 
chungen (15) Differentialgleichungen, deren Liésungen gute Naherungen der 
Lésungen der Fockschen Gleichungen sind. Die Gleichungen (15) kénnen fir 


jedes Element mit beliebiger Ordnungszahl sofort angesetzt werden, so dass — 


sie also nicht nur die im vorangehenden Abschuitt erwahnte niitzliche Kigen- 
schaft besitzen, sondern auch jene, dass das in ihnen vorkommende Potential 


fiir jedes Atom (fiir jede Ordnungszahl) durch die einfache Veranderung zweier — 


Faktoren angegeben werden kann, wenn man beim Integrieren auf die Variable 
x tibergeht. Tut man dies nicht, so muss natiirlich eine Dehnuug der Koordinate 
durchgefiihrt werden. 

Die Lésung der radialen Schrédinger-Gleichung wurde — da die Lésung 


analytisch nicht bestimmt werden konnte — numerisch vorgenommen. Das — 


Integrieren auf numerischem Wege erschien ausserdem auch deswegen angezeigt, 
weil so ein besserer Vergleich der Eigenfunktionen mit den Lésungen der Fock- 
schen Gleichungen erméglicht wurde. Bei den analytischen Naherungsverfahren 
muss man sich namlich mit einer weniger guten Naherung fir die Eigenfunktionen 
begniigen. Die numerische Integration wurde au der Gleichung 


d*f y e—Aot (Gres 1(i+1) | 0 1 
— - = 7 
alsa Gee x [r . (ng 


ausgefiihrt, die sich insofern von der Gl. (15) unterscheidet, als nunmehr atomare 
Einheiten Verwendung finden [7], und dass statt r die durch die Gleichungen 
(7a) und (7b) definierte Variable x eingefiihrt wurde, ausserdem wurden die Be- 
zeichnungen 


é=2 Eu? e—2a,.-1; y =2Zu0,—-1 und es 3 O28 0,8853? e—2a, 18) 
Mb 0 0 3 


verwendet. Die Randbedingungen (16) sind nach Einfiihrung der zu r pro- 
portionalen Variablen x, also im wesentlichen in unveranderter Form giiltig. 
Mit Hilfe der ersten zwei Randbedingungen und Gl. (17) lasst sich die Funktion 
f an der Stelle x = 0 in eine Taylor-Reihe entwickeln, laut der 


F(x) = u(x) x! (19) 
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TABELLE V 


Die radiale Kigenfunktion des 3s-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut-ions, berechnet mit 
dem universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden Gréssen 
sind in atomaren Hinheiten angegeben. 


a aaa Fock | Hier berechnet “ ee orks Hier berechnet 
0,000 0,000 | 0,000 0,350 0,438 0,436 
0,005 0,152 0,154 0,400 0,757 0,754. 
0,010 0,261 0,264 0,450 1,001 0,998: 
0,015 0,334 0,337 0,500 1,170 1,164 
0,020 0,376 0,380 0,550 1,268 1,269 
0,025 0,393 0,397 0,600 1,311 1,314. 
ce Ui2e2 Gie22 0,700 1,275 1,305 
One gece oe 0,800 1,147 1,155 
ya) oes 0,336 0,900 0,983 0,988 
0,050 0,238 0,237 1,000 0,817 0,817 
0,060 0,119 0,115 1,100 0,663 0,659 
0,070 —0,010 —0,016 1,200 - 0,531 0,518 
0,080 —0,139 —0,147 1,300 0,420 0,407 
0,090 —0,260 —0,269 1,400 0,329 0,315. 
9,100 —0,370 — 0,380 1,600 0,198 0,184. 
0,120 —0,544 6.544 1,800 0,117 0,105 
0,140 —0,651 —0,659 2,000 0,069 0,059 
0,160 —0,692 —0,698 2,200 0,040 0,034. 
0,180 —0,677 —0,680 2,400 0,023 0,020 
0,200, | —0,614 Bacic 2,600 0,014 0,014 
0,220 +6,515 —0,515 2,800 0,008 - 
0,240 —0,390 —0,388 3,000 0,004 ed 
0,260 —0,247 —0,245 3,200 0,002 es 
0,280 —0,094 —0,093 3,400 0,001 _ 
0,300 0,062 0,063 3,600 0,000 es 


ist, wo u(x) folgende Bedeutung hat: 


WO 2 #” Os, 1 O) 


4 
2! 3! mee oe 


u (x) = u(0) + yt 


Der Wert der Funktion u(x) und ihrer Ableitungen an der Stelle x =0 kann 
mit Hilfe der Gleichnungen (16) und (17) leicht bestimmt werden. 
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Auf diese Weise ist es mit Hilfe der Gl. (19) méglich, die Werte der Funk- 
tion f in der Nahe der Stelle x =0 zu berechnen. ; 

Da nunmehr die zu lésende Differentialgleichung zur Verfiigung steht, soll 
einiges iiber die zur Lésung angewandte Methode gesagt werden. Die Kigen- 
funktion erfilt, wenn man beim numerischen Integrieren mit Hilfe der Gl. (19) 
vorgeht, automatisch die ersten zwei Randbedingungen, aber nicht die dritte. 
Da die Lésung auf numerischem Wege angestrebt wurde, musste man — da 
es sich um ein Eigenwertproblem handelt — die Differentialgleichung (17) 


TABELLE VI 


Die radiale Eigenfunktion des 3s-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut-Ions, berechnet mit dem 
universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden Gréssen 
sind in atomaren Einheiten angegeben. 


r Hart rock | Hier berechnet r Ha ere) Sener 
0,005 0,006 0,006 0,350 —0,554 —0,570 
0,010 0,022 0,023 0,400 — 0,804 —0,819 
0,015 0,047 0,049 0,450 —0,993 —1,007 
0,020 0,078 0,081 0,500 —1,123 —1,136 
0,025 0,113 0,118 0,550 —1,200 —1,213 
0,030 0,152 0,158 0,600 —1,235 —1,252 
0,035 0,193 0,199 0,700 —1,212 1,224 
0,040 0,234 0,242 0,800 ers —1,124 
0,050 0,317 0,327 0,900 —0,986 —0,988 
0,060 0,395 0,407 1,000 —0,848 —0,843 
0,070 0,465 0,477 1,100 —0,717 —0,704 
0,080 0,524 0,530 1,200 —0,598 —0,536 
0,090 0,572 0,585 1,300 —0,494 —0,471 
0,100 0,601 0,619 1,400 —0,405 —0,379 
0,120 0,642 0,651 1,600 —0,269 —0,241 
0,140 0,632 0,642 1,800 —0,176 —0,150 
0,160 0,583 0,583 2,000 —0,114 —0,092 
0,180 0,503 0,499 2,200 —0,073 —0,056 
0,200 0,400 0,392 2,400 —0,047 —0,034 
0,220 0,281 0,270 , 2,600 —0,030 —0,021 
0,240 ' 0,152 0,139 2,800 —0,019 —0,013 
0,260 0,018 0,069 3,000 —0,012 —0,008 
0,280 —0,116 —0,133 3,200 —0,007 —0,006 
0,300 —0,249 — 0,266 3,400 —0,004 —_ 

3,600 —0,002 _ 
3,800 —0,001 — 
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TABELLE VII 


Die radiale Eigenfunktion des 3d-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut-Ions, berechnet mit dem 
universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die yorkommenden Gréssen 
sind in atomaren Einheiten angegeben. 


- = a See 
0,000 0,000 0,000 
0,005 0,000 0,000 
0,010 0,000 0,000 
0,015 0,001 0,001 
0,020 0,002 0,002 
0,025 0,003 0,003 
0,030- 0,005 0,005 
0,035 0,008 0,008 
0,040 0,011 0,011 
0,050 0,019 0,020 
0,060 0,030 0,032 
0,070 0,044 0,047 
0,080 0,061 0,064 
0,090 0,080 0,085 
0,100 0,101 0,107 
0,120 0,149 0,157 
0,140 0,203 0,213 
0,160 0,261 0,273 
0,180 0,321 0,335 
0,200 0,382 0,398 
0,220 0,442 0,460 
0,240 0,501 0,521 
0,260 0,557 0,580 
0,280 0,610 0,634 
‘0,300 0,660 0,687 
0,350 0,770 0,800 
0,400 0,855 0,892 
0,450 0,917 0,959 
0,500 0,958 1,005 
0,550 0,981 1,033 
0,600 0,991 1,045 


———————————————— 


: Hed ahah Hick eetoaenss 
0,700 0,978 1,034 
0,800 0,937 0,989 
0,900 0,882 0,924 
1,000 0,821 0,850 
1,100 0,759 0,773 
1,200 0,698 0,696 
1,300 0,639 0,623 
1,400 0,585 0,554 
1,600 0,488 0,434 
1,800 0,406 0,337 
2,000 0,337 0,259 
2,200 0,279 0,199 
2,400 0,231 0,153 
2,600 0,191 0,117 
2,800 0,158 0,090 
3,000 0,130 0,069 
3,200 0,107 0,053 
3,400 0,088 0,041 
3,600 0,072 0,032 
3,800 0,059 0,025 
4,000 0,049 0,021 
4,500 0,029 0,014 
5,000 0,018 0,008 
5,900 0,010 0,003 
6,000 - 0,006 0,001 
7,000 0,002 as 
8,000 0,001 — 


solange mit verschiedenen ¢-Werten numerisch integrieren, bis auch die dritte 
der Randbedingungen (16) erfiillt war. Im Laufe der Integration wird man 
zweierlei Lésungstypen begegnen. Der eine Typus schneidet die Abszisse, wih- 
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rend der andere nach Erreichen eines Minimums bei zunehmenden x-Werten 


gegen co zu strebt. Offensichtlich gehért der Eigenwert, der richtige Wert — 


fiir c, zu jener Kurve, der sich der x-Achse im Falle vonx— co asymptotisch 
nihert. So liegt denn der richtige Wert fiir « zwischen den e-Werten der oben- 
-erwihnten beiden Kurven. Da in der Praxis der genaue Eigenwert und so auch 
die Eigenfunktion nicht ausgerechnet werden kann, wurde im allgemeinen 
folgenderweise vorgegaugen. Zur Erzielung einer hinreichenden Genauigkeit 
wurden gewéhnlich so viele Integrationen ausgefiihrt, dass die letzte Dezimal- 
stelle des Zahlenwertes von ¢ zwischen die ¢ Werte der obenerwahnten zwei 
Kurventypen fiel. Es ist wohlbekannt, dass im allgemeinen der Eigenwertpara- 
meter zumindest um eine Gréssenordnung ‘genauer ist als die Eigenfunktion 
des Naherungsverfahrens. Diese Tatsache ist bei einigen quantenmechanischen 
Approximationsberechnungen von Vorteil, da dann zur Bestimmung des Eigen- 
wertparameters auch eine grébere Eigenfunktion geniigt. So lisst sich z. B. bei 


7 


der Variationsmethode auch mit einfacheren analytischen Eigenfunktionen- — 


formen eine gute Berechnung der Energie durchfihren. Im vorliegenden Falle, 
wo das primire Ziel die Bestimmung der Eigenfunktionen war, zeigte sich diese 
Tatsache von ihrer unangenehmen Seite. Als namlich die Eigenfunktion mit der 
gewinschten Genauigkeit — die im vorliegenden Falle der iiblichen Genauigkeit 
bei den »self-consistent ficld«-Berechnungen gleichgesetzt wurde (vgl. die 
Tabellen) — bestimmt werden sollte, musste der Eigenwertparameter ¢ mit einer 
weit grésseren Genauigkeit ermittelt werden, wodurch die Anzahl der not- 
wendigen Integrationen bedeutend erhéht wurde. Um im allgemeinen die 
gewinschte Genauigkeit zu erreichen und auch fir grosse x-Werte die richtigen 
Eigenfunktionen zu erhalten, musste ¢ in mehreren Fallen auf fiinf und manchmal 
sogar auf sechs Stellen genau bestimmt werden. 


Da ausser gewdhnlichen Multplikationsmaschinen keine anderen Rechenapparate zur 
Verfiigung standen, wurde zur Lésung der Differentialgleichung ein méglichst einfaches Ver- 
fahren gewahlt. Das von uns angewandte Verfahren war eine Variante der Adams-Stérmerschen 
Methode, die bereits von Prokofjeff benutzt und ausfiihrlich beschrieben wurde [8]. Ein wesentli- 
cher Vorteil dieser Methode besteht darin, dass ihre Extrapolationsformel in der sehr einfachen 
Form 


1 1 ; 
fn +1 = 2fn—fn-1 +1 [én + fy (abet abet spat | (20) 


geschrieben werden kann, wo im gegebenen Falle i 


ene Mo ane? 2] (aij 


bgees ifs 7 
oe lee aa? ree ae 


und A2é, A3€ und A*E die zweiten, dritten und vierten Differenzen der Grésse & bezeichnen, 


wihrend h die Intervallinge bedeutet. Im vorliegenden Falle waren wir bestrebt, eine derartig 
kleine Intervallange zu wahlen, dass die vierte Differenz eine bereits vernachlassigbare kleine 
Korrektion ergab. Auf diese Weise gelang es, die vorgenommenen Schritte zu kontrollieren, ohne 


" 
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| dass es notwendig gewesen wire, die Ergebnisse schrittweise zu korrigieren. Bei dieser Arbeit, 
deren numerische Berechnungen fiir das Cu-Atom durchgefiihrt wurden, erfolgte die Wahl 
|| von h auf die in Tabelle I angegebene Weise. 

___ Das dusserste Extrem der radialen Eigenfunktion 4s liegt ungefihr bei x & 6,62 und das 
| der Kigenfunktion 3d bei x & 2,16. Es ist ersichtlich, dass in dem die Maxima bestimmenden 
| Bereich die Schritte noch ziemlich klein waren und dass erst nach Erreichen der Maxima auf 
|| gréssere Schritte tibergegangen wurde, als der Ablauf der Kigenfunktion bereits geniigend flach 
war. Eine genauere Form der Kontrolle besteht darin, nach jedem Extrapolationsschritt das 
Resultat mittels der Formel 


fr =2fr1—fao+m[fn— ah et ip az] (22) 


zu kontrollieren und notfalls die bereits durchgefiihrten Schritte zu korrigieren [8]. In mehreren 
|| Fallen wurde auch diese verwickeltere Methode angewandt, so dass die Richtigkeit der. Ergeb- 
nisse, die mit der im allgemeinen befolgten Methode erhalten wurden, mehrmals nachgepriift 
|| werden konnte. 


TABELLE VIII 


Die radiale EKigenfunktion des 4s-Elektrons des Cu-Atoms bzw. des Cut+-Ions, berechnet mit dem 
universellen Potentialfeld bzw. aus den Fockschen Gleichungen. Die vorkommenden Gréssen 
sind in atomaren Einheiten angegeben. 


r Hier berechnet r Hier berechnet r Hier berechnet 
0,000 0,000 0,220 0,152 1,600 —0,696 
0,005 0,049 0,240 == 10 Lal 1,800 —0,740 
0,010 0,084 0,260 —0,060 2,000 —0,734 
0,015 0,108 0,280 —0,012 2,200 —0,705 
0,020 0,121 0,300 0,042 2,400 —0,659 
0,025 0,126 a5) Ae 2,600 —0,606 
0,030 0,124 Ah Goss 2,800 —0,549 
0,035 0,118 eis Gos 3,000 —0,491 
0,040 O06 0,500 0,356 3,200 —0,437 
0,050 0,075 0,550 0,359 3,400 —0,385 
0,060 0,036 0,600 0,340 3,600 —0,338 
0,070 —0,006 seen Ayre 3,800 —0,294 
0,080 —0,048 55 hoe 4,000 —0,256 
hee shag 0,900 0,036 4,500 —0,178 
0,100 aun 1,000 —0,182 5,000 —0,122 
0,120 0,177 1,100 0,315 5,500 0,083 
0,140 —0,209 1,200 0,433 6,000 —0,056 
0,160 —0,219 1,300 —0,524 race ee 
0,180 —0,212 | 1,400 —0,600 aes he 
0,200 —0,187 
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Die Ergebnisse und thre Diskussion 


Die Berechnungen wurden fiir das Cu-Atom ausgefiihrt. Dieses. Atom 
wurde deshalb gewahlt, weil es das schwerste Atom war, auf welches Berech- — 
nungen mit der Methode des »self-consistent field« bei Beriicksichtigung der 
Austauschglieder durchgefiihrt wurden. Zu Vergleichszwecken brauchbare 
Lésungen der Fockschen Gleichungen des »self-consistent field« sind jedoch — 
nur fiir das Cu’-Ion vorhanden, so dass — in Ermangelung anderer — diese 
angegeben werden mussten.. Will man die Wirkung des dussersten Valenz- 


x-—- 


70) a 10 toe 


Abb. 4. Die potentielle Energie eines Elektrons im Cu-Atom 


1. — 2we?/x (—e?/ux ist die Energie des Elektrons, wenn man den Cut+-Atomrumpf zu 
einer punktformigen Ladung zusammendringt). 

2. — 2ue?V. (V ist das Potential des Cu-Atoms nach Gl. (5). 

3. — 2ue?V’. (V’ ist das Potential des Cu-Atoms, nach Gl. (11), also bei Beriicksichtigung 
des Austausches). 

Zur besseren Ubersicht wurde eine zur potentiellen Energie proportionale Grésse auf- 
getragen. Der Proportionalitatsfaktor betragt 2. 


elektrons auf die Eigenfunktionen durch Schatzung bestimmen, so kann man 
in grober Naherung sagen, dass das Valenzelektron das Atom zum Teil abschirmt 
und dass eutsprechend dieser Abschirmungswirkung die effektive Kernladung 
im Vergleich zur effektiven Kernladung des lors abnimmt. Entgegengesetzt 
zu dieser Wirkung arbeitet die hier verwendete Form der Austauschenergie. 
Dieses Energieglied ist proportional der 1/3 Potenz der Dichte, deshalb tiber- — 
kompensiert dieses Glied besonders bei kleinen Dichten den obenerwahuten 
Fehler. Es ist also verstindlich, dass diejenigen Eigenfunktionen, fiir deren 
Ablauf die vom Kern entfernteren Teile des effektiven Potentials ausschlag-— 
gebend sind, sich gegen den Kern zu etwas zusammenziehen. Dieser Effekt tritt 
bei der Energie so in Erscheinung, dass die Energie (hinsichtlich ihres Absolut- 
wertes) etwas grdsser ist als die Energie der entsprecheaden Elektronen des 
Cu" -Tons. 
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Die durch Integration der radialen Gleichungen des Cu-Atoms gewonnenen 
| radialen Eigenfunktionen sind in den Tabellen I[—VIII enthalten. In diesen 
| Tabellen sind auch die Lésungeu der Fockschen Gleichungen fiir das Cu’-Ion 
| angegeben. 

Ks steht ausser Zweifel, dass das in unseren Berechnungen herangezogene 
| universelle Potentialfeld nur innerhalb gewisser Grenzen eine gute Naherung 
des wirklichen Potentials ist. Es sei deshalb untersucht, in welcher Naherung 
es verwendet werden kann und welche Fehler zu vermeiden sind. Einer der 
| auffalligsten Fehler besteht darin, dass wahrend das Potential eines einfach 
| geladenen positiven Ions in grosser Entfernung vom Kern e/r betragt, also 
| nur sehr langsam mit der Entfernung abnimmt, das universelle Potentialfeld 
| sehr rasch exponentiell verschwindet. In Abb. 4. wurde, abgesehen von einem 
Proportionalitatsfaktor (2 2), die potentielle Energie eines Elektrous in fol- 
| genden Potentialfeldern eingezeichnet: 1. in dem Feld einer punktartigen 
Ladung von der Grisse e, die sich an der Stelle des Atomkerns befindet ; 2: im 
| Potentialfeld der Gl. (5), wenn Z =29 ist; 3. im Potentialfeld der Cl. (11), 
| wenn Z == 29 ist. 

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die Kurven Nr. 1 und 3 in einem 
| sehr grossen Bereich, von etwa 2x ,~ 9 bis x,~14 nahe zueinander verlaufen 
und einander bei x~10,5 schneiden. Das universelle Potential (11) gibt also 
auch im dusseren Teile des Atoms eine recht gute Naherung. Dasselbe lisst 
sich natiirlich nicht fiir die Kurve Nr. 2 sagen. Die Kurve schneidet namlich 
schon bei x<6,6 die Kurve Nr. 1, und danach nimmt ihr Wert rasch ab. 
Im Inneren des Atoms muss natiirlich zwischen den beiden Potentialen keiner- 
lei Ubereinstimmung herrschen, da ja das eine das Potential einer punktartigen 
Ladung ist, wahrend beim anderen die effektive Kernladung zunimmt, sobald 
es sich dem Kerne nahert. Beim Cu-Atom steht zu erwarten, dass der oben- 
erwahnte Fehler des universellen Potentials im starksten Ausmass die dussersten 
Elektronen, d. i. die Elektronen mit der Elektronenwolke von grésster raum- 
| jicher Ausdehnung, also die 4 s- und die 3d-Elektronen, beeiuflusst. Untersucht 
man namlich die radiale Dichteverteilung der einzelnen Elektronen (man muss 
hierzu das 4 2-fache des Quadrats der in den Tabellen II—VIII stehenden Anga- 
ben nehmen), so wird man finden, dass sich die locker gebundenen Elektronen 
zu 90% innerhalb der Kugel vom Radius x8 (3 d-Elektron) und x~ 18 
(4s-Elektron) aufhalten. Hieraus darf man den, Schluss ziehen, dass das Ver- 
halten der Elektronen mit Ausnahme des 4s-Elektrons zum gréssten Teil 
von jenem Poteutialfeld bestimmt wird, das innerhalb der Kugel mit einem 
Radius von x~ 14 herrscht. In Inneren dieser Kugel ist aber das universelle 
Potential eine gute Naherung des wirklichen Potentials, wobei auch der bei 
grossen r-Werten auftretenden unrichtige Kurvenablauf noch nicht zur Wirkung 
gelangt. So iibt — wie zu erwarten war — das unrichtige asymptotische Ver- 
halten der Potentialfunktion auf die Eigenfunktionen und Energieeigenwerte 
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bloss einen geringen, Einfluss aus. Selbst beim 4s-Elektron, wo sich die Elektro- 
nenwolke iiber cin sehr grosses Gebiet erstreckt, konnte die Bewegung des 
Elektrous in einem grossen Bereich mit einem richtigen Potentialfeld unter- 
sucht werden. 

Der Vergleich der mit der Fockschen Naherung der »self-consistent 
field«-Methode berechneten Eigenfunktionen mit der universellen Potential- 


funktion zeigt, dass die 1s-, 2s-, 2p-, 3s- und 3p-Eigenfunktionen fast véllig — 


jibereinstimmen. Die mit dem universellen Potentialfeld berechnete Eigen- 
funktion des 3d-Elektrons ist hingegen im Vergleich zur Fockschen Eigen- 
funktion etwas gegen den Kern zu gedriickt. Fiir das dusserste Elektron, fir 
das 4 s-Elektron, ist keine Vergleichsbasis vorhanden, da die Fockschen Gleichun- 
gen der »self-consistent field«-Berechnungen ohne Schwierigkeit nur dann 
angegeben werden kénuen, wenn das Atom oder Ion eine geschlossene Elektro- 
nenstruktur aufweist, wobei aber diese Berechnungen nur fir das Cu*-Ion 


durchgefiihrt wurden. Der Vergleich mit den experimentellen Beobachtungen ; 


wird in diesem Falle nur durch einen Vergleich der Energiewerte méglich sein. 

In Tabelle IX wurde dietotale radiale Dichte des Cu*-Ions fiir drei Falle 
angegeben, und zwar laut Berechnung mit der Hartreeschen bzw. mit der 
Fockschen Methode sowie mit dem universellen Potential. Aus der Tabelle 
ist gut ersichtlich, dass die mit dem universellen Potential berechnete Dichte 
mehr in der Kernnahe konzentriert ist als die entsprechende, mit der Fockschen 
Gleichung berechnete Dichte, wobei sie aber recht nahe zu dieser verlauft : 
demgegeniiber lauft die mit der Hartreeschen Methode berechnete Dichte besser 
aus, d. h. sie besitzt auch noch bei grisseren r-Werten eine betriachtliche Grésse. 


Die mit dem universellen Potential berechnete radiale Dichte gibt also eine ~ 


ziemlich gute Approximation der mit der Hartree-Fockschen Methode berech- 
neten Dichte. : : 

Am Anfang der vorliegenden Arbeit wyrde erwahnt, dass fiir das Aus- 
tauschpotential zwei Formen vorgeschlagen wurden, die sich yoneinander nur 
durch einen Faktor 3/2 unterscheiden. Wenn das mit der Formel (3) definierte 


Diracsche Potential y, ist, dann kann fiir das Slatersche Potentialys = > Ya 


gesetzt werden. Die Berechnungen wurden hier nicht nur mit dem Diracschen, 
sondern auch mit dem Slaterschen Potential durchgefiihrt und die auf die Ener- 
gieeigenwerte beziiglichen Ergebnisse in Tabelle X zusammengefasst. Es ist 
gut ersichtlich, dass die mit dem Slaterschen Potential berechneten Energie- 
eigenwerte im allgemeinen niedriger sind als die mit der Hartree- Fockschen 
Methode bestimmten, wobei insbesondere bei den locker gebundenen Elektronen 
sehr grosse Abweichungen gefunden werden kénnen. Die mit dem Diracschen 
Potential berechneten Energieeigenwerte fallen mit Ausnahme der Energie 
der 2s- und 2p-Elektronen in die Nahe der Hartree-Fockschen Eigenwerte, 
und selbst bei den locker gebundenen Elektronen erhalt man noch hinreichend 
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gute Ergebnisse. Die Falle der 2s- und 2p-Elektronen sollen gesondert behandelt 
werden. Wenn man das angeniherte effektive Potential (4) genauer untersucht 
(siehe Tabelle I in der unter [5] zitierten Arbeit), so ergibt sich, dass sich im 
Bereiche von r = 0,4 bis r = 1,2 noch ein bedeutender Teil der 2s- und 2p-Higen- 
funktionen befindet und dass in diesem Bereiche die analytische, aber ange- 


TABELLE IX 


Die vollstandige radiale Dichte des Cut-Ions in der Hartreeschen bzw. Hartree-Fockschen 
Naherung der Methode des »self-consistent field« sowie mit dem universellen Potential berechnet. 
Die in der Tabelle vorkommenden Gréssen sind in atomaren Einheiten angegeben. 


r Pfeil | Hartrve— Sree 
Fock 
0,000 0,00 0,00 0,00 
0,005 3,9 3,9 3,96 
0,010 | 11,7 11,7 11,63 
0,015 | 19,7 19,7 19,84 
0,020 | 26,3 26,3 26,59 
0,025 | 31,0 31,0 31,41 
0,030 | 33,7 33,7 34,06 
0,035 | 34,9 34,9 35,22 
0,040 | 34,8 34,8 35,17 
0,050 | 32,7 32,8 33,18 
0,060 | 30,0 30,2 30,46 
0,070 | 28,1 28,3 28,54 
0,080 | 27,4 27,7 27,89 
0,090 | 27,9 28,3 29,64 
0,100 | 29,4 29,9 30,67 
0,120 | 33,61 | 34,20 | 34,39 
0,140 | 37,35 | 37,96 | 38,47 
0,160 | 39,32 | 39,83 | 40,01 
0,180 | 39,23 | 39,59 | 39,42 
0,200 | 37,36 | 37,62 | 37,38 
0,220 | 34,35 | 34,53 | 34,30 
0,240 | 30,81 | 30,97 | 30,74 
0,260 | 27,24 | 27,43 | 27,46 
0,280 | 23,98 | 24,26 | 24,23 
0,300 | 21,26 | 21,67 | 20,71 
0,350 | 17,19 | 18,04 | 18,55 
0,400 | 16,48 | 17,72 | 18,48 
0,450 | 17,61 | 19,13 | 20,08 


9 Acta Physica I1I/3—4 


TF 


r Nach Hartree faint Hier ‘execs 
Fock Ps 
0,500 19,22 20,89 21,94 
0,550 20,53 22,17 23,39 
0,600 21,16 22,74 24,09 
0,700 20,45 21,70 23,17 
0,800 18,02 18,89 20,06 
0,900 15,02 15,54 16,36 
1,000 12,17 12,39 12,83 
1,100 9,72 9,72 9,82 
1,200 Hots) We ith 7,10 
1,300 6,12 5,91 5,54 
1,400 5,01 4,62 4,13 
1,600 3,00 2,89 2,30 
1,800 2,39 1,86 1,29 
2,000 1,69 1,21 0,73 
2,200 1,24 0,81 0,42 
2,400 0,91 0,55 0,24 
2,600 0,67 0,37 0,14 
2,800 0,50 0,25 0,08 
3,000 0,37 0,17 0,04 
3,200 0,28 0,11 0,03 
3,400 0,20 0,08 0,02 
3,600 0,15 0,05 0,01 
3,800 0,11 0,03 0,01 
4,000 0,08 0,02 0,00 
4,500 0,03 0,00 -- 
5,000 0,01 0,00 — 
5,500 0,00 0,00 —_— 
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niherte effektive Kernladung (4) kleiner ist als die mit der Hartreeschen Methode © 


ermittelte. Die Folge davon ist, dass der Durchschnittswert der potentiellen 
Energie zunimmt und dass auch der Energieeigenwert grésser wird als zu erwarten 
war. So ist es wahrscheinlich, dass wenn man anstatt der analytischen Form 
(4) eine mit der Hartreeschen Methode bestimmte, abgeanderte effektive Kernal- 
dung als Grundlage der Berechnungen genommen hitte, die Ubereinstimmung der 


Energieeigenwerte (und gleichzeitig damit natiirlich auch der Kigenfunktionen) mit — 


den entsprechenden Ergebnissen der Hartree-Fockschen Methode auch im Falle 
der 2s- und 2p-Elektronen besser ware. Aus Tabelle X ist ferner gut ersichtlich, 
dass das abweichende Verhalten der 2s- und 2p-Eigenwerte nicht von dem 
Unterschied herrithrt, der zwischen den Austauschpotentialen besteht; die 
Eigenwerte dieser Elektronen verhalten sich namlich in beiden Reihen — wenn 
man sie sowohl in der Diracschen als auch in der Slaterschen mit den Hartree- 
Fockschen Eigenwerten vergleicht — abweichend von den tbrigen Gliedern 
der Reihe, und zwar ist die Richtung der Abweichung in beiden Reihen dieselbe. 

Von der in der vorliegenden Arbeit dargelegten Methode darf im allge- 
meinen festgestellt werden, dass trotz des Umstandes, dass die Berechnungen 
nicht den Charakter der Methode des »self-consistent field« besitzen, die Ergeb- 
nisse dennoch eine gute Naherung der mit der Hartree-Fockschen Methode 
bestimmten Eigenfunktionen und Eigenwerte darstellen. Bei der Aufstellung 
des effektiven Potentials erwies sich die Beriicksichtigung der Austauschenergie 
als wesentlich, deren Selbstaustauschteil die im Potential (4) befindliche elektro- 
statische Selbstenergie kompensiert und dadurch erméglicht, dass das so fest- 
gestellte effektive Potential auch fiir die locker gebundenen Elektronen eine 


TABELLE X 


Die Energieniveaus der Elektronen des Cu-Atoms berechnet mit den hier ausfiihrlich 
beschriebenen beiden Methoden (Slater, Dirac). Zum Vergleich sind auch die entsprechenden 
Ergebnisse der Methode des »self-consistent field« in der Hartreeschen bzw. Hartree—Fockschen 
Naherung angegeben. Im Falle des 4s-Elektrons, fiir das mit der Methode des »self-consistent 
field« keine Ergebnisse vorhanden sind, ist die experimentell bestimmte erste Ionisationsenergie 
angefiihrt, die 7,68 eV, d. i. in atomaren Einheiten 0,2824 e?/a, betriagt. Die in der Tabelle ent- 


haltenen Energiewerte sind in atomaren Einheiten, d. h. in e?/ay = 27,20 eV-Einheiten angegeben. — 


EE EEE SE Se 


nl Hach Hortee une cee Slater Dirac 
3 —329 39,2 * |, 334.0 —328,2 
Qs =. 59,996 Yo aaa 1s || 840,66 My eae Ts 
2p = 34,93 | — 85,915 | °— 3649 | — 34.24 
3s — 4,493 | —- 5:3256| = $,675 | ee” 4.946 
3p — + $039. }o%—=, °3,6305., —= 4.205 ieqeere ses 
3d — 0,5975| —. 0,8065| “=, 1.513 4. +> 0,8978 
4s a a — 0,5921| — 0,3784 


UBER BINE APPROXIMATION DES HARTREE-FOCKSCHEN POTENTIALS DURCH EINE UNIVERSELLE 285 
POTENTIALFUNKTION 


gute Naherung des wirklichen Potentials gibt. Von den Austauschenergien 
wurde hier die Diracsche gewahlt und die Ergebnisse bestatigten die Richtig- 
keit der Wahl des Diracschen Potentials. 


Die Berechnungen sind ganz bedeutend einfacher als mit der Methode 
des »self-consistent field«. Angesichts der einfachen analytischen Form der 
Potentiale ist die Methode iiberaus geeignet, mit grésseren Rechenmaschinen 
| angewandt zu werden, weil fir die Elemente mit verschiedenen Ordnungs- 
| zablen nur einfache Verainderungen der Faktoren durchgefiihrt werden miissen. 
| Schliesslich sei noch erwahnt, dass bei Anwendung des Potentials auch bei 
| den Berechnungen der Molekiile und der Kristalltheorie eine bedeutende Erspar- 
| nis an Rechenarbeit erhofft werden kann. 
| Fir die Durchfiihrung der numerischen Rechnungen méchte ich Frau 

B. Molnar, Herrn B. Moleér und Herrn A. Szab6 auch an dieser Stelle 


| meinen Dank aussprechen. 
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OB OWHOM YHMBEPCAJIBHOH MOTEHLMAJIBHOU PYHKI[MH, 
XOPOWO ANMPOKCHMMPYIOWEN NOTEHLMAII XAPTPH— ®OKA 


P. Tammap 
Pe3swme 


B cBa3M Cc HyMepHueCKHMM pacueTaMM OHO U3 TpyqHeMUIMX MpoOmem Teopuu MHOruXx 
‘YaCTHI, B ATOMHOM usnKe ABIAeCTCA y4eT OOMCHHOM SHeEpruu. OTa gHepruA yuUTHIBAeTCA B 
|pacueTax CTaTHCTHYeCKOH TeOPHM aTOMOB C HMOMOMIbIO BbIPAKeHMA, ABAIOMerOCA Oomee 
(\TIPOCTHIM 4EM COOTBETCTBYIOMICe BbIPAKeHHE BONHOBOM Me€XaHHKH, HM MMEIOUeErO TeECHY10 CBA3b 
(€ CyMMapHOM MIOTHOCTHIO 31eKTPOHOB. IIn0THOCTh OOMeHHOH oHepruM UuMeeT BUT 


Ya = (4/5) %a @ “Is 


(g* 
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B mpespyyymet padore Obvi0 mOKa3aHO, 4TO PeAyUMpOBaHHEI opPeKTHBHIM sapA_ Aqpa, 
OMpeAeNeHHbI C MOMOLMIbIO MeTOAAa »CAaMOCOrNaCOBaHHOrO NOMAG 6e3 yueTa OOMeHHOM SHEprun, 
BbIPAKAeTCA YHUBEPCaMbHOH yHKUMelt, HesaBUCALeH OT MOPAAKOBOTO HOMEpa ATOMOB, CuI 
BeCTH He3ABHCHMy10 MepeMeHHY10, NPOMOPUMOHAIbHy!0 paccTOAHMO r OT AApa, B BAC x = r/M. 

B nactosme padore moKazsaHo, ¥TO BenMuMHa e'/Z* ABIAeTCA TaKXKe YHMBep- 
canbHon dyHKuyMel Mp BbILIeyKa3aHHbIxX yCIOBUAX. 

TlosyyenHoe, Takum O0pa30M, BbIParKeHHe MIA IWIOTHOCTH MO>KHO MCHOJbSOBaT ANIA 
onpeeneHHA cTaTHCTHYeCKOrO OOMeHHOTO MOTeHUMaIa B YHMBepcasIbHOH dopme M AIA TIpu- 
MeHeHHA 9TOrO YHMBepCaNbHOrO MOTeHUMaNa B KBaHTOBOMexXaHMYeCKUX pacueTax. Takum 
06pa30M, MO>KHO OKMaTb, YTO CyYMMa OOMCHHOFO MOTeHIMANMAa HM 9EKTPOCTATHCTHYECKOLO | 
TOTeHUMana, NOMyYeHHOrO B MpepbiAyuyeld padoTe, XOpOMO aMNpOKCHMMpyeT TNOTeHuMaT 
Xaptrpu—oxa. C nomoupio sTOro MOTeHUMasa HAMM OBLIM OMpeAeeHbI coOcTBeHHBIe (dbyHKUMH 
M 9Heprum cBoOogHOro aroma Cu. MnTerpupoBanue ypaBHeHuA IJpequnrepa OfHOosIeKTPOH- 
HOM MpOOMeMbI MpOMsBOAMIOCh HyMepHuecKH. Pe3yJIbTATbI COCTABJICHI B TaOmuuax II1—X, 
Tye AIA CpaBHeHHA TIpHBeAeHbI pelleHuA ypaBHeHHaA Doxa B Ciy4ae HOHA Cut. 

V3 Tabnuiy BUAHO, YTO COOCTBeHHBIe (byHKUMH M JHEP, PaCdMTaHHbIe HAMM, XOPOUIO 
cormacyioTcaA ¢C COOCTBeEHHBIMH *byHKUMAMM M SHepruAMM, NONy4eHHbIMHM C MOMOLIbIO MeTOAAa 
Xaptpu— oka. 


HEKOTOPbIE 3AMEUAHHA 
K BOMPOCY KBAHTOBOM TEOPHH 
SHEPrFETMYECKOM AHHM30TPONMUM 
®EPPOMATHETHKOB 


JI. TIAJI 
KA®E]PA MATHETH3MA MIy, MOCKBA® 


(IIpeactasneno axanemuxom II. TomOamem. — Tocrynuno 12. XI. 1953.) 


ABTOpOM JjaeTCA KBaHTOBO-MexaHMyeCKad TeOpHA TeMMepaTypHOM 3aBMCHMOCTM KOH= 
CTaHT aHM30TPOMMH PeppOMarHuTHHIX KPHCTaMOB B OOMACTH HU3KMX TeMMepatyp, re MeTOR 
CMMHOBBIX BOIH CipaBeqHB. C yyeTOM KOPOTKO-eHCTBYIOWMX TeH3OPHBIX CHM, OTOOparKar0- 
IWMX CIMH-OpOMTanbHOe BsaMMOelCTBHe, ONPeeNAICA 9HepreTHYeCKMM CHeKTp deppomar- 
HUTHOrO KPHCTasia MPH yCNOBMAX »KBaSH-HaCbINjeHHA. Ha OCHOBe 3TOTO 3HeEpreTHYeCKOrO 
cCneKTpa BEMYMCIAIaCh CBOOOHaA 9HepruaA KpucTanna. M3 aHusoTpomHoO uacTu cBoboszHOK 
SHeprHM OLIN Nonyuenbl popmynbl ANA TemMMepaTypHOli 3aBUCHMOCTH KOHCTaHT aHH30- 
TponHn. 


I. Bepeyzeune 


IIpo6nema sHepreTuyecKoH aHu3oTponuu deppoMarHeTMKOB urpaeT BarK- 
Hy} pOJIb B TeOpHu deppoMarHeTH3Ma M B ee MpakTMYeCKUX MpMMeHeEHMAX. 
Kulaccmyeckad TeopHaA oHepreTM¥ecKOH aHM30TpOMMM BrepBble Opbiia ana 
H. C. Axysiospim [1] 8 1928-m rogy. Ucxogs uz cBoiicrB cummeTpuu deppomar- 
HMTHOPO KPHCTaJiia, OH OMNpesenMn T. Ha3. »TeH30p (beppoMarHuTHOH aHH30- 
TPONMMM«, C MOMOM{bIO KOTOPOrO MOXKHO MOJIYUMTb OTBET Ha BCe OCHOBHBIe BO- 
MpOcbl Teopuu TexHMYeCKOrO HaMarHHyeHHA B OONacTH Bpawjenua. H. C. AKyn0B 
[1] BnepBble yKasan Ha TO, YTO MpMuMHOK sHepreTuYecKO aHNsOTpONMH ABIA- 
€TCA MarHHTHOe B3aMMOeHCTBHe MEXKMY BICMeHTAPHbIMM HOCHTeAMM deppo- 
MarHeTH3Ma. HpaHToBad TeOpuA SHepreTHYecKOH aHu3oTponun [2]—[11] jo 
HacTOAMero BpeMeHM He MOMYYMNa OKOHYATeNbHOM opmMysMpoBKH. DHeprusa 
OOMeHHOrO B3aMMogelicTBHA MexKAy 3d-sneKTpOHaMM aTOMOB deppomarHur- 
HOrO KpucTaa usoTponHa. TIpH mombirKax yuecTb MarHHTHOe B3anMoseli- 
CTBHe, CHMMatlollee BbIPO)KAeHHe OOMEHHOTO B3avMOseHCTBUA M0 HallpaBleHHaM, 
B KBaHTOBOM MeXaHMKe MbI BCTpeyaeMcnA C pAOM OONbIIMX NPMHUMMMAaIbHbIX 
M MaTeMaTH¥ecKHxX TpyAHOCTeH. TIpMHMnMabHble: TpyAHOCTH 3akIOUaIOTCA 
B TOM, YTO HePeIATHBUCTCKaA KBaHTOBa MeXaHHKa He MO)KET JOCTaTOUHO 
‘TOUHO OOLACHHTb MarHUTHble 3pdektel. Tloatromy BoSHMKaWT HeEKOTOpble TPyJ- 
HOCTH C OMpejeseHveM MarHUTHOH YacTH OMpepaTopa 9HeEPruM CHCTeMbI B3aHMO- 
WeHcTBy!OuMx BIeKTPOHOB B KPHCTaMYeCKOM peuleTKe. 


*Ceiuac Llentpanbypiit PusnueckHi Uncruryr AH Beurpuu. 


288 Jt. Man 


XoTA 9Heprud MarHHTHOTO B3aMMOJeHCTBUA ABMAeTCA Mao NonpaBKor ; 
K OOMeHHOM SHEPrHu, TeM He MeHee OHA MIpaeT Pellalollly!0 POJIb BO BCEM CJIO)K- Fi 
HOM KOMIUIeKce ABIeHMi TeXHMYeCKOrO HaMarHvyeHHA. ITO OOCTOATEeIbCTBO 
OObACHAeTCA TeM, YTO 10 KBaHTOBOH TeopuM BO3MyeHHA jelicTBUA ciaObIXx 
BOSMYICHHM TOKO TOra MaJIbI, Kora USMeHeHHe SHEPrHH, BbISbIBAeMOE BO3- 
MYL[eHMeM, MasIO 110 CpaBHeHMIO C PaSHOCTbIO SHeprHi CTAHUMOHAPHBIX COCTOA- 
Hu HeBOSMyHIeHHOH cucTrembl. Ho B deppoMarHUTHBIX BelllecTBax QHepreTu- 
uecKHe YPOBHM HeBOSMYUIeHHOM CHCTeMBI JlexKaT OUeHb OM3KO Apyr K Apyry, 
Tak TO Pa3HOCTh MeXxKAy HMMM BMOUHe cpaBHuMa C 9HeprMeH MarHHTHOrO 
B3aNMOeMcTBHA. 

MooKHO yKa3aTb TPH THIa MarHUTHbIx B3aMMOeHcTBHA B KpMcTasie 
M@XKIy QIeKTPOHaMM:  CIIMH-CMMHOBOe, CIMH-opOuraibHoe M opOuTo-op6u- 
TambHoe. CMMH-CMMHOBOe B3aMMOselCTBHe TIPMBOAMT K CJIMUIKOM MaJIOMy 3Ha- 
YeHHIO KOHCTaHTH! anusoTponunu [7], [12], Tak YTO MODKHO TipeANONaraTb, UTO B 
COSaHHM 9HepreTuuecKOl aHMSOTPOIIMM pellaloulyio pob urpaeT cmMH-opOu- 
TaJIbHoe B3auMoOelcrBue. 

B wMepummxcaA padoTax MO KBaHTOBOM TeopMM 9HepreTMuecKOH aHH30- 
Tponuu, 3a ucKmioyeHMem padoTst C. B. TadnuKopa [11], yanrbIBaloT CIMH- i 
CIMHOBOe M CHMH-opOMTabHOe B3aMMO{eCTBUA C TMOMOLM[bIO OOBIYHOM Teopun 
BOSMYLICHHH, TIpHMeHeHHe KOTOPOH He ABMIAeTCA WemMecooOpasHbIM, TAK KaK B 
dbeppoMarHeTHKax M3MeHeHMe SHEPIHH, BbISBIBAeMOe BOSMYLICHMEM, OTHIOAb He 
ABIAeTCA MANIbIM 110 CPaBHeEHHIO C pasHOCTbIO 9HepreTM4eCKUX YPOBHel HeBOS- 
MyuleHHow cuctembl. Jia Toro, YTOObI U30e>%KATb 9TY TPYAHOCTh, oObIdHO TIpey- 
noslaraioT HasMuMe MOCTAaTOUHO CHJIbHOrO MarHUTHOrO MOA, KOTOpOe YBeJIM- 
UMBaeT PaSHOCTh MeXKLy SHeEPreTHYeCKMMM YPOBHAMM HeBOSMYU\eHHOH CMCTeMbI. 

HanOonee nocmefoBaTesbHoe pellleHve Tako MpoOOJeMbl MO)KHO TOJIYaMTb © 
¢€ HOMOUbIO MeTOLa MpHOMMKeHHOrO BTOPMYHOTO KBaHTOBaHUA, pasBUTOrO 
H. H. Boromo6ospim u C. B. TaOnuKospim {13], [14]. Creynanbuas popma npHomm- 
>KEHHOFO BTOPMYHOFO KBaHTOBaHHA Obliia paspadoTaHa XoJbIUITeMHOM UM Tipu-— 
makodom [15]. Mx metog ocodeHHO yqoeH WIA onpeseeHuA IHepreTH4¥ecKOrO 
ciekTpa deppoMarHuTHOrO KpHCTasa, HaxOMAerocA B COCTOAHHM »KBaSH- 
HaCbINeHHA, T. €. B TAaKOM COCTOAHHM, B KOTOPOM BBIMIOJIHAeTCA ceAyroulee 
ycuoBue : 


I, (0, cc) —Is (T, H) 
T; (0, 00) 


<li, 


rye I,(T,H) — Hamarnmuenxocte. 

C. B. TAOMMKOB, NOb3yACb MeTOJOM TIPMOIM>KeHHOrO BTOPHUHOLO KBaH- 
TOBaHMA, PasBHJI caMy!O TOCeLOBaTeIbHy!O TeOpHlo oHepreTwyuecKol aHi30- 
TPOMMM MarHUTHO-OfHOOCHBIX KPHCTAJIJIOB. Bpregenuan C. B. TaA0sMKOBbI 
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SHepreTHuecKOH aHusoTpONnuUu deppomarHeTHKOB 


@opMyJia JIA TemmepaTypHOH 3aBMCMMOCTM KOHCTaHTbI aHM3OTpOMM cipaBel- 

pH 
JIMBa TOJIbKO pM TemMepatypax, yopleTBopsiommx ycnosuiw T at 
He TpyqHo yOequTbcaA B TOM, uTO ero OpMya MODKeT ObIT MpHMeHeHa TObKO 
HMKe Temmepatyppl 1°K npu H~10* opcreg. 


B wacTonxmei padoTe Mbl MombiraemcaA pelliNTb Oonee oOmlyo 3amayy, 
MMe€HHO PaCCMOTPMM KpOMe Cily4ad MarHUTHO-OAHOOCHBIX KpMCTasJIOB MU ciyualt 
MarHUTHO-MHOFOOCHBIX KPHCTaJIOB MU OMpeseMM TeMilepaTypHy!0 3aBMCMMOCTb 
KOHCTAHTbI AHMSOTPOMHU Mp YCOBMM CpaBeJIMBOCTH MeTO{a CNMHOBBIX BOJIH. 


2,O0nepatop FamunbtTonua 


Kak yka3biBaJl0cb, M10 BCeit BepOATHOCTH, pelllatollyio0 pOsb B cosqaHun 
SHepreTwyecKOW aHM3OTPONHM JOKHO MrpaTb CIMH-OpOuTaIbHOe UM KOCBeHHBIM 
MyTeM OpOuTO-opOuTalbHoe Bs8anMoselicTBuA.** 


B 9JleKTpOcTaTM4ecKOM Il0JIe HOHOB KpUCTasIMyecKol pelleTKH opOu- 
TaJIbHbIe MOMEHTHI 3aHMMAIOT OMpeeJICHHbIe MO0}KEHHA 10 OTHOWeHMIO K Kpu- 
cTalorpapugeckum ocam. OpOuTasbHble MOMeHTbI B3AMMOeMCTBYIOT CO CIMHO- 
BbIMM MOMeHTaMH UH, TAKUM O0pa3s0M, CIMHOBbIe MOMEHTHI »YYBCTBYIOT« KPHCcTasIM- 
4ueCcKy10 CHMMeTputO. BsavumojelicTBue MexKAY OPpOMTAaIbHbIMH MOMCHTAMH JLOJ1IXKHO 

_ ObITh Takoe, YTOObI CyMMapHbIt OpOuTabHbIt MOMeHT paBHAICA HY. 


M3 BecbMa oOWIMx CooOparKeHU JICrKO M0Ka3aTb, YTO OPONTabHYy!0 CBASb 
MO)KHO TpefcTaBMTb B BUe CYMMbI 9KBUBAJICHTHBIX (JMMOJIbHBIX, KBaJPylOsIb- 
HBbIX) BOOOLIE MYJIbTHMOJIbHBIX YICHOB, OHAKO COOTBETCTBYIOWMe dakTopbl 
MYJIBTHMOJIbHOK cBA3H OyAyYT MMeTb COBePLIeHHO Apyroe MpoucxooKWeHve, 4eM 
Te MYJIBTHMONbHBI€ YWICHbI, KOTOpPble OTOOParKalOT CIIMH-CIMHOBOe B38anMosel- 
cTBue. Ecnu MpovsBecTu pacueTbI JIA ONepaTopa 9HeprMu, BKIOUaA CIIMH- 
OpOuTabHble IekTb, TO OOHAPyIKUBAeTCA, UTO Ha HeOOJIbINMX PaccTOAHHAX 
MO)KET CYUI€CTBOBaTb CBA3b M@)KY aTOMAMM aHH30LponHow (MyJIBTHMOJIbHOM) 
MOpMBI. ITM aHOMAJIbHbIe CHJIbI OfHOCATCA K paspALy KOPOTKOJeHCTBYIOMINX, 
TaKMM o6pa3somM, B OTAMUMe OT aNbHOseHcTByIOUIUX KNAaccM4ecKUx pasmMarnwun- 
Balolljux Nome, OHM He 3aBUCAT OT POpMEI OOpasia. ITO OOCTOATeMbCTBO M03B0- 
JIA€T HAM PaCCMATPMBaTb 9TH CHJIbI OTIMUAIOWIMMUCA OT HYJIA TOKO WA O1M- 
Kalix coceyei. 


* Tye 6 — maruetou Bbopa, H — BueulHee MarHuTHoe nose, k — nocTosHHaA BouBTu- 
MaHa, 

** Kpome TeopeTuueckux aprymeHToB [6] cymecTByI0T HM 9KCHepHMeHTaNbHbIe saKTHI, 
AOKASbIBaOIMe HeCYI[eCTBeCHHOCTh |BIMAHHA CMMH-CNMHOBOTO B3aMMOelicTBUA Ha (opMH- 
poBaHwe 9HepreTHyecKOii aHn30TponHM. M3BecTHO, HaNpuMep, YTO B FOMOreHHbIX cmiaBax 
Co-Fe KOHCTaHTa aHM30TpONMH OOpamjaeTcA B HyJIb MPH TaKOM KOHUeHTPaNMu KOOasIbTA, 
KOTOpad COOTBETCTBYeT MAKCHMAJIbBHOMY 3HAYCHHIO CpefAHErO ATOMHOTO MarHHTHOTO MOMEHTA. 
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Ha ocHopaHuu 3THx coodOparKeHuli oneparop [amMuubTOHAa, OMpesenAlo- 
wii 9HepreTuyecKuM cneKTp eppOMarHeTHKa, MbI JOJIKHbI HalMcaTb B cyesy- 
OWeM BHJe : 


5 1 N eee ih) 28k ae 
H = —— > 2M (Rim) (Si Sm) + = > P (Rim) (Si Sm) — 
l>m i>m 


— 3(S;- Ris) (Sm° [ee ites ay ale 2 SY O(Rim) (S;- Rim)? (Sin: Rim)? Rin — 


i>m 


N 
— 26H > S?, (1) 


l=1 


roe M(R,,) — oOmenubii uHTerpayl MexKayY aToMaMmH | u m, Rj, — paccToAHue 
M@KLY ITHMM aTOMaMH, P(Rim) H Q(Rim) — Obicrpo yOpiBaloulMe PyHKUMH OT 
CBOMX apryMeHTOB, XapakTepH3yIOUMe SKBUBANCHTHYI0 AMMONbHYIO HM KBaspu- 
Nowbuy!0 cBaA3H, $; — oMepaTOp 9KBMBaJIeHTHOFO CIMHOBOrO MOMeHTa Ta y aToma I, 
H — psueulnee MarHuTHoe Mose, BAO KOTOPOrO HaNpaBsena Och OZ KoOpAu- 
HaTHOM cucTeMbI, 6 — MarHeTOH bopa, N — 4McuIO aTOMOB pellleTKH. 

B cusly ycOBMit »KBa3H-HacbIlleHHA« Mbl OMpeseHM TOJIbKO COOCTBeH- 
Hble 3HAYeHHA SHEPrHM, MpwHaierKalMe K TEM COCTOAHMAM KPMCTasa, B 


Pee NZ 
KOTOpbIX cpeqHee 3HayeHMe onepatopa 2—= 2 S\? mano ornmyaetca oT ero 
1=1 


MaKCHMaJIbHoro coOcTBeHHOrO 3Hay¥eHHaA NS. 
B 9ToM MpvOnMKeHHM yAOOHO BecTH CJleqyloulMe oMmepaTpyl : 


S{) = Sf + isp), 
SO = S@ — is), (2) 
ny = S ae se) . 


CnMHOBbIe COCTOAHMA KPHCTasIMYeCKOH pellleTKH MO)KHO XapakKTepH- 


30BaTb NOHOK CHCTeMOM OpTO-HOPMHpOBaHHbIX MyHKUMH p, ... ny ve ny MA 
1 
KOTOPbIX MMeIOT MECTO CJIeMYIOWMe COOTHOMEeHMA : 
/ \1/2 
in n,; —1\1/ 
Si) Yn = (2S)12 [! xe 1/2 Ons 
S(—) 1/2 1/2 my, \i/? 
SS Yn, = (2S) / (n, + 1) / te Yni +12 (3) 


ny) Yn, —_ ty, Yn, ? 
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re n; — coOcTBeHHoe 3HayeHHe onepatopa »cnMHOBOl neBvaynn« n;. Baoan 
HOBBI€ OMepaTOpbl, YAOBNeTBOPAIOMIMe CeAYIOUWMM COOTHOUIeHHAM : 


ar Pn, = (nm; + LYM yp, 44? 
a; Pal ny? Yr ? (4) 


onepaTopsl (2) MooKeM MepenucaTb B cre_ywulem Buse : 


$() = casyv2[y— 2 4)" a, 
28 


: x Ne : 
a - a,a 
Sint 2S) gn Ua! he (5) 
2S ; 

A * 

nm; = a, @;. 
‘ a* A 
Onepatopbl 4; U Gm yAOBNeTBOpAIWT cre_y!OMMM MepecTaHoBOUHbIM coOTHO- 
WWeHHAM : 

Gm @, — G} Gm = 51m. (6) 

Vicnonbsya cooTHourenua (2)—(6), nocme HecnO>KHbIX BBIUMCHeHH B mpHosH- 


JKEHHM, AO3BOJICHHOM YCJIOBHeM »KBa3HHacbillleHHA, * AJIA TaMMJITOHUaHa MOJy- 
YaeM CUeMyroulee BLIPAKeHHe : 


N N N 
iH, > A (Rim) at a; + = B(Rim) GF Gm + > (Rim) f 42, 4 
>m m 


i> 

y as x 
> C (Rim) 4: én + > D* (Rim) GF af = BD Rin\a ape (7) 

i>m i>m >m 


rye 


N 1 N 1 ist 
Ey=—S? S'M(R »)—28SHN + en > P(Rim) + Tie > Q (Rim) — 


i>m I>m i>m 
1 ae 1 2 —2 5 
9 BS BP (Rim) + Q (Rim) — SQ (Rim) | Zim Rim + (8) 
i>m 


N 
at +s (45? — 4S +1) ¥ Q(Rim) Zim Rint; 


i>m 


* Bonpoc 0 BOSMO>KHEIX NpHOMMKeHMAX, JOSBOMCHHEIX yCNOBMeM »KBa3H-HAaCBIIe- 
HHAK, WeTAIbHO u3yyeH B padoTe Xonpuirelina u Mpumakopa [15] (crp. 1110). 
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A (Rim) = 2SM (Rim) — SP (Rim) + = S?Q (Rim) + S {3P (Rim) + 
(9) 
+ S$ (S—2)0 (Ria) S Zine tte i (2S — 1) Q (Rim) Zim Rim 5 


1 1 
B(Rig,) = —2SM (Rim) ——- SP (Rim) + —S {3P (Rim 
(Rim) (Rim) 5 ( yrists {3 P (Rim) + (10) 
4. (452-45 4 10 (Rd) Za Re — 8 (4S? — 4S + 1) Q (Rim) Zin Rint; 
3 : 
C* (Rim) = ——- SP (Rim) (RAY Re 
(Rim) Ai (Rim) (R; RARE (11) 


<8 (4S? — 4S + 1) Q (Rim) (Rim)? Zim Rim 5 


D* (Rim) =~ as Q (Rim) (Rim)? Rim + 7  52(2S—1)Q (Rim) (Rim)? Zim Rint (12) 


Rin — Xim + UY Gate 


Oneparop T'amusproua (1) Mo>KHO TIpHBeCTH K AMarOHaJIbBHOMY BUyY. JA sToro 
mpousBeyem mpeodpasopanve Pypee : 


=N-12 > > 4, exp (—i Kyrk) 
etal (13) 
aj = N-12 s a* exp (iK,:R))- 


B pesysibtate JIA onepatopa H 8 (1), He yaHTbIBaA KOHCYHOMEPHOCTH KPHCTal- 
simueckol pemleTKH (cm. B [15] crpaHMiy 1102), momyuaem ciezyrourtee BLIPay 
KeHHE : 


H= E,+ 2 SU, 64 cn 2 ViGe agi ig ones (14) 
A 
rye 


U,=2S > SM; [1 —exp (iK,-Ri)] +55 SP, [1 — exp (iKi-Ry)] — 


—1s S (ap, + 48*—48-+ 1) Qe} Zh Rn Dene [Ky Re] + 
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1 < > = 
+ SGs?— 45 + 1) = Qn Z;, Ry * [1 — exp iK,-R,)] + 


a 15> > (SQ, —3P:) +—- 8S {9P, + (65*—88 +1) 0,} ERG — 


ii 3 
~ = 3 (10S? —75 + 1) 2 0,2) 7 4 26H: (15) 
es 3 +)2 p—2 CF Pp Vas + —2 
Vi = 7S 2, (Rit)? Ra [1 — exp (IK, -Rr)] +S (SQ, — 3Ph) (Ri)? Ry — 
1 E o> 
ao, S(4S?—4S +1) DQ, (Ri)? Z;R;° [1 —exp (iK,-R,) + _ (16) 
Ah 


: ; 
+S (S*—55 +1) © Q, (REP ZERG. 


Ucnombsyx Metox Xonpurteitina u [Ipumaxosa, (14) MO)KEM JIEPKO TIpMBecTH K 
AMarouasibHOMy Busy : 


H=E,+4E,+ = E,Ci Gy, (17) 
re 
C3 G,=N;, 
(Nigh 2a 
Lis 
AE, = — 2 (E,—U,) 

2 a 

Yu 


E, =(U}—|Vipyv. 
B culy Toro, 4To OOMeHHaA SHEpruA B THMMYHBIX deppomarHeTuKax 
MOUTH Ha Tp MopAAKa OobUe SHEPrHM MarHurHorO BsaMMO_eHCTBUA, MODKHO 
3aMeHMTb SHepreTHuecKMi cneKTp (17) Ha (18): 


Ey; =E, + 2 U,N,.- (18) 


(Ni = 0,1,2, ...) 
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3. Onpegenenue aHHSOTpONHOK wacTH 
CBOOORHOH 9HeEpruN HPeppoOmMarHUTHOTO KpuCcTana 


Tipexxkge 4eM BbIYMCIMTb cBOOOAHYy!0 SHEpruio KpucTasa, HeoOxOJHMO 
ONpeeIMTh HeKOTOPbIe CYMMBI, 3aBHCALIMe OT KpucTayiMuecKOH CTPpyKTypbl, 
B BbIpaxenuu Us (15). Tak Kak M(R,), P(Rn) ¥ Q(R;,) — Ovictpo yOsrparomne 
byHkiau oT Ry, TO HaM NOCTATOWHO BEIMHCIMTb CYMMbI, BXOJALIME B BbIpavKeHHe 
U,, TOKO AIA OnmKaIMx coceseH KaKNOrO aTOMa. 

JlanbuoyevicTBy!OWIMMM = MYJIBTHMOJIbHBIMH CHJIaMM MBI npeHedpernin, 
Tak Kak 9TH CMJIbI He MOryT MrpaTb CyWIecTBeHHY!0 POJIb B Npodseme SHepreTH- 
yeckol aHM30TponMM (yy¥eT JabHOWeHCTBYIOWIMX JMMOJIbHBIX CHI, KaK NOKa- 
3anu Xonswreiin u IIpumakos [15], BegeT K TOMY, YTO HAMAHHYeHHOCTH, pH 
T— O°K we papa aOcouOTHOMy HacbillleHMi0, KoTOpoe AOcTMTaeTCA JIMIb 
npu H — co), 

B cayuae rekcaroHaIbHOl pellleTKH CYMMMpPOBaHHA B BbIparKeHMH Uy, (15). 
NpousBopATca cuezyroumm oobpasom. Ilyctb ey) @y € CHMHMYHbIC BEKTOPbI reKca- 
TOHaIbHOM pelleTKM (e, HallpaByleH Blob TeKcaroHasbHou OCH, - ey M e; 


2a 
yleoKaT B IIOCKOCTH Oa3vca M OOpasyI0T yroul me E”MHvyunble BeKTOpbl HcxoqHOH 


hel => = a = => 
TIPAMOYFOJIbHOM CHCTEMbI KOOPAHHAT e,, ey, e, H CAMHMYHbIM BEKTOP 1, = Rj! Te 
BbIPAKAIOTCA CHeLyIOWIMM OOpasom : 


{ 


i) 


ne; £1 + 5 Bs + €5 83> 


— => = —> 
ey =e, ky + exky + &gks, 


(19) 


— — = i 
éz = e,h, + e,h, + egh,, 


= 


= — —> 
Th = Tn, + C2Th, + €3Th, 


JlerkO MOKa3aTb, YTO BbIMOJHAWTCA CileqyIOuIHe COOTHOWeCHHA : 


oi +83+ 83 —&2.8s—1, 
k2 + hE + ki — kph, =1, 
h? + hg + h5 — hy hy = 1 


gtk+ hi=—1; 
jasee 


Z, 1 
= = byt, + hy thy + hg thy — 2 (hah, + hg th.) » (20) 
h - 
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B sbipakenuu U, (15) neodxogumo ONpeeIMTb CYMMbI CJleqyroulero Tuna : 


it Z,,\2n 
Are (21) 
BPs 
(t= 1,2) 


IIpHHuMax BO BHMMaHHe, 4TO y reKcaronambHBIXx KPHCTaJUIOB JIA ompe- 
AeeHMA N€pBO M BTOPOH KOHCTaHT aHUSOTpONMM MOOKHO HONYCTUTh WMIMHApU- 
MECKYIO CHMMeTPHIO KPUCTamIMYecKOH pelleTKH,* MBI TOyuaem cileqyrouree 
BbIPaKeHHe AIA U,, NpoMsBoLA CyMMMpPOBaHNe TONbKO WIA OnWwKaiUMX coceyen: 


U, =U, + U;. Kj, + U; Ki, + U2 K?, (22) 
re Kx, Kyy, K,, — KOMMOHeHTEI BeKTOpa Ki BIPAMOYTOJIbHOM cucTeMe KOop- 


| AuHaT, och OZ KoTOpOK HampaBsena Bao reKcaroHanbHOi ocn |K,\~< 1 
Benmuauupi Ke Up, U,, U,u U, onpexenstorca CIIEXYIOMIMMU COOTHOLICHMAMH : 


Up = a + a9;, ht + ayy hi. (23) 
i= Ax Ax hy ar Axe hi , 
U; = ay + ay1 hi + aye hi ? (24) 
Ua + ax hy ae az hi > 


rye 


a= 8/9P—— (188* + S—3) Ql + 2081, 


2 
ae — 3 Sop — 5 (ras — ars 427) dt, (25) 
17 3 : 
90a = = S(L0S*#—75 +1) Q; 


ae 35M — 1 S|SP + (AS — 48 4 1) Qf, 


ay = 3SM + 2 S \P == ; (4S? — 4S + 1) df (26) 


a, = 25M + SP; 


* Bauanue rexcaroHanbHO CHMMETPUM pelUeTKM MOMBAeTCA TOMBKO B WecTOM MO- 
paqKe. 
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3 5 
x aS 9P — — 452 — 4S 1 2 
Toners 3P + > (45248 +1) QI, | 1) 
16 2 
on =— 7 SIP + (45*— 48 +14; 


33 
axa = — S(4S?—4S + 1)Q, 
Neos +1)Q 


i fe “8 (483—48+1)@, (28) 


ta = S(AS*—45 + 1Q. 


Jina Ey avajoru4uHo HaxoJMM, UTO 
0 
2 4 
Ey= Wy Si Kuh sins Ky. hy ° 


_ rye 


17, = — 88" NM— 29SNH ——NS*|P—_- (368 + 12S +17) dl. 


Ky = Lvst[ap—= (365*—285 + 5), (29) 


Ke ahs (4524S +1)Q. (30) 


B cnyyae KyOM¥eCKHX KPHCTAIJIOB, MOMOOHbI pacueT BemweT K CJI€MYIOWeMy 
pesyJIbTaTy : 
Us = Uy + Uz Kix + Uy Kay + UZ Kz (31) 


re Kjx, K,y 4 K,z— KOMMOHeHTHI BeKTOpa K, B cucTeme Koopauuat TeTparoHnasb- 
HbIX oceH. KpHcTasa M |K,| < 1. Octanbupie »Ke BesIMYHHbI onpesenArorTcs | 


cleyyroumumMu COOTHOLICHHAMH - 
Up = by + by {hE Ay + Wy hE + REAR (32) 

Uy =Cy+ Chi + Cyhk, 

Uy=Co+ C hy +Cyhy, (33) 

Us =Cyt+C, hi + Cah, 
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rye 
by = 2S? (1— 2S) Q + 26H, 
(34) 
b, = 2S (10S°—7S + 1)Q, 
Cy=2SM + — SP, Cy =—— S{3P + (45*—48 +1) }, 
1 
C= + S(4s*—45 +1) @ 
HW 
Eo = Wo + Ky {hy hi + hj h? + he BY, 
| rae 
W, = — 6S? NM — 28SNH + NS? \P ste bea d{. 
ia NS (452945 -41)Q. (35) 


Buipaxkenue IA cBoOoqHOu sHepruu cbeppomarHuTHoro KPUCTasIa M0 M3BecT- 
How dopmysie craTucTuuecKol (bu3HKH VMMeeT BUI: 


—y, U 
-F=E,+kT > In 1— ear]. (36) 
Aa 


Tlepexoga oT cyMM K MHTerpasiaM, Mouyyaem cHemyiollee BLIPAarKeHHe BA CBO- 
Sono oHeprun : 
1 N up 
EF = E, + — — (kT)? (U, U, U,) *'L (0), 
2 27 
(37) 


co 


L(0) = In (l—e-9-2) Vzdz. 


Tlocne HeCHOoKHBIX BbIYMCIeHHH JIA aHv3OTpoNHO yacTH cBOO HOM oHeprun® 
B ciyyae TeKCaroHaIbHbIX KPMCTaJIOB, Moyaaem cileqyiollee BbIparKenue = 


F ~ K, (T) cos? ? + K,(T) cost? +..., (38) 


rae ; 
K,(T) = Ky, {1 — Tl? (a, T +- dy) ¥ ; (39) 
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K,(T) = Ke {1 — T°? (6,7 + Bo)} (40) | 


ay 23) ce ee (41) 


ee Pa a, 


~ Jan: \2SM 

ee 1 ees 3/y 3 2 

Fo soe (ggna) °C (42) 
ee (tla ne 

he 12zh aul © (/2) bas 


(s) — PHMaHOBCKad [3eTa-PyHKUMA. a M ay ABIIAIOTCA ynKuuamu oT Pu Q: 


9p — (78S? 478 +70 


a I ; (43) 
$\sP— = (6s"— 28S -+ 5) of 
3(4S2—48 + 1)Q 
te ° 
‘ Se ee al (44) 
a ie 
Dy Ne at one (45) 
S 5 178 


B cnyyae KyOM4ecKHX KPHCTaJIOB AaHM3OTPOMHaA = YacTb oHepruu 
vMeeT Culefyouiuit BUI: 


FO ~ K(T) 2 ho + WE AE + RAY, (46) 
rye 
K (T) =K,{1—T*?(..T + y0)} ; (47) 
u 
Cee 
ae 5 er jee 
4a3/2|2SM) s | 4 


rae Beatie 2 
eau eh: . “ 
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4. CpaBpHeuue C SKCHeCPHUMCHTANLBHBIMM JAHHBIMA 


Cpequ umesuiuxca padoT m0 KBaHTOBOit TeOPpHM 9HeEpreTHyecKoi aHH30- 
| Tponun [2]—[11] nu B paborax Ban @nexa [6], BoncoscKoro [9] u Ta6nu- 
| KOBa [11] crasurcs Bompoc o TemnepatypHoi 3aBMcMMOCTH KOHCTaHTbI aHu30- 
Tponuu. B octasibHbix »Ke paGoTax pacueTbI BesyTca mp YCIIOBHAX, COOTBET- 
CTByHOWIMX TemiepatType aOcomioTHOrO HYyJA. 

TemmepatypHaat 3aBMcHMMOCTb KOHCTAaHTSI AaHM3OTpOMHH, noslyueHHaa Bau 
@ekom, B cilyyae KyOM4eCKMX KPHCTasIOB MMeeT cleqywoulni Buy : 


N (ghH,,\ 
{G2 == Oe. 49 
OS Or rea (2 (49) 
rye 
gPH, 1 2 2 1 2 1 1 2 
= B, B,+— B — (S? + S— B,)?——B 
| 1 aes aie ae 2) 16 | ie 
PET: kT 
— S2 S 2b) ae BiB BB) 50 
air 8 zhH, | eis 2) 1+ SoH, | 1 2 ) ( ) 


Bennuuubt By, B, onpegenstwrca cieqyioulum o6pasom : 


e ry 0 — 


B= QTE ,g= "Sen, 9 Hw. 
, don pees kT 


OF — He€KOTOpan NOCTOAHHAA, OMpeeAWllad 3HaK KOHCTAHTbI aHHsOTpondn. 
B caqyuae PeKCarOHaJIbHbIX KPHCTAaJJIOB : 


E S => 
——=4 ’ ro 


Fens ce 
2) PPE 


rye H, — cyMMa Tak Ha3bIBaeMOro »MOeKYAPHOrO NosIA« Belicca Hu BHeLIHero 
MarHuTHOrO Mona. JlerkKo noKa3aTb, ¥TO B cHyYde KyOM4eCKMX KPUCTaI0B 


fm CK) 


Tso aT 
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T. €. TeMMepaTypHad 3aBMcuMOCTb, NoyyeHHad Baw PyeKom, NpoTHBopedMT 
reopeme Hepucra, coracHo KoTOpoii SHTPOMMA CHCTeMbI TIP aOCOMIOTHOM Hyse 
oOpalllaetca B HyJIb. Takum oOpasoM, B oOaCTH HU3KUX TemMepaTyp dbopmya 
(49) HM B KOeM cyy4ae He MO>KET ObIT CIIpaBeIMBOH, a NPM BbICOKUX TeMIMTepa- 
TypaxX OHa MpHBOLUT K Gosee Me/JIeCHHOMY Clajly KOHCTaHTbI aHM30TpPOnMH, YeM 
9TO HaOmIOMaeTCA Ha OMBITE. 

®opmynia (51) TakoKe MOXO corsacyeTcA C OMbITHbIMM AaHHbIMH. Hanpu- 
Mep, B cylyyae KOOaIbTa OHA He OObACHACT USMCHEHHA 3HAKA K,(T) mp Tem- 
nepatype 523°K. ABrop BbIHy)KAeH Mpesmolarath, ATO Q,3aBUCHT OT Temmepa- 
_ TYpbl. 

B wammx pacuetax P u Q paccmaTpuBaMch Kak He3aBUCALMe OT TEMIE- 
paTypbI BeJIMUMHBI. ITO 3aKOHHO, M0 KpaiiHO Mepe B He OU€Hb WIMPOKOM MHTEp- 
Bayle Temlepatyp. B padote Ban PreKa TlOMOOHbIe BEJIMYMHbI paccMaTpuBaloTCA 
TakKKe He3aBUCALIMMM OT TeMMepaTypbl, HECMOTPA. Ha TO, YTO OH CTPOMT CBO 
TeOpMiO B IIMpOKOM MHTepBayie Temnepatyp. Ham KarKeTCA, YTO OHM H3 Badk- 
HeiMIMX BOMpOcoB TeopHu, MpereHfyoulei Ha NPHMeHeHHe B WIMpOKOM MH1ep- 
Bale TeMMepatTyp, ABIAeTCA BOMpOc O TeMMepaTypHOM 3aBMCMMOCTH MHTEerpa- 
JOB OOMeEHHOFO M MarHMTHOrO B3aMMOselCTBUA. 

Boucoscknit [9] B cryyae KOOalbTa MoyaMA coemyrolllylo TemMepaTyp- 
HY!0 3aBHCHMOCTb KOHCTAHTbI AaHM3OTPOTIMH : 


7B T (52) 
KT) 2 kt (le eet een: 


Xora pacueTbl BeyTCA Ip yCNOBUAX, COOTBETCTBYIOLNMX HH3KMM TEMNepa- 
TypaM, corylacve C OMbITHBIMM aHHbIMM B OONaCTH HMSKUX TemMepaTyp TOKO 
KayecTBeHHoe. TlosBlenve TemMepaTypHOH 3aBHCMMOCTH KOHCTAHTbI AHH3OTPO- 
TMM B Buse (52) cBASAHO C yUeTOM BO3OyKCHHbIX COCTOAHM aTOMOB KpUCTasua, 
HO, Tak Kak 9Heprua BOsOyKeHHA — NopsgKa 10-™ apr, TO KpaliHe He BepoxATHO, 
UTO TIP HM3KMX TemMepaTypax Mporecc BOsby>KeHHA MrpaeT OCHOBHY!O POJIb. 

Pesynbtat TadnuKopa [11] mpeqctabnaeT TONbKO TIPHHUMMMaJIbHbIi 
MHTepec, TaK KaK (opmyJia, NomyueHHasA MM, chipaBeqIMBa TONbKO HMW)Ke TeM- 
nepatypbi 1°K. 

Tlepexona K OOcy>KeHMIO HallMx pesyIbTaTOB, HEOOXOAMMO TIpenKe BCero 
yKa3aTb Ha TO, YTO NOJYYeHHbIe HAMM BbIParxKeHHA (39, (40), (47) a1 Temmepa- 
TYPHOM 3aBMCHMOCTH KOHCTaHT aHM30TPONMM YAOBMeTBOPAT TpedoBaHnio 
Teopembl Hepucra. 

B cnygae KyOmuecKUX KPHCTaIOB MOyUeHHbI pesyIbTaT TOBOpUT 0 
TOM, UTO NepBat KOHCTaHTa aHM3OTPONMH B OOMACTH HUSKMX TemMepatyp ciiaqaer 
IIpHMepHO B JlecaATb pas ObicTpee C POCTOM TeMMepaTypbI, 4eM HaMarHMdeHHOCTb 
HacbINeHuA. ITO HaXO_MTCA B Mpekpacnom cormacuu c pesybTaramu H. Cc 
Axynosa [1] JI. Kupencxoro [18] u E. Tutosa [19]. 
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Tipu onpegenenum 3Hauenua M nonp30Banvcb MeToqOM, mpen0>KeHHEIM 
Jlangqay u JImpumyem [16], onupastch na oKcnepumeHtanbable aHHBIe Danno 
{17}. 

Yro kacaeTca cyyad KoGanbra, mpu sHayeHHAX P~ 5.107’ spr uQ ~5.10°2” 


| 9pr, To Popmysta (53) MpHBo_UT K M3MeHeHMIO 3Haka MepBOi KOHCTaHTEI aHugo- 
| TpomMuM tpu tTemnepatype 530°H. 


= a ’ apc in ina ei = 


100 200 300 400 500 
Temnepstypa “K 


Puce. 1 


TemmepaTypHad 3aBMCHMOCTb NepBOH KOHCTAHTHI aHM30TpONMM KOOanbTa. Kpusas 1 pacun-— 

TaHa 10 @opmyne (53), a KpuBaa 2— no d@opmysne (52). Uepes x OOo3HaueHBI 9KCHepHMeHTab- 

Hble TOUKH, OMpezemeHHbIe BbosoptTom (Journ. Appl. Phys. 8. 575. 1937) Ha ocHoBe u3smepennit 
(Xonga u Masymoto Sci. Rep. Téhokken Univ. 20. 233. 1931) 


Ha puc. 1 noKasaHbl TeopeTHyecKan KpuBas 2, paccuuTaHHad 0 dopmywe 
(52), H Teoperuyeckan KpuBan 1, paccuMTaHHan no dopmyne : 


K, (T) = K, (T) + 2K, (T), (53) 


rye K,(T) copnagaer c popmy.1oi (39), a K,(T)—c dopmynoit (40), 1 npuBenensi 
TaKKe MMeBINMeCA SKCIeCpHMeHTaIbHble TOUKH. 

BugqHO, uTO B OOaCTH HU3KMX TemMepaTyp KpuBas | y4uMe cormacyerca 
C ONBITHBIMM JaHHbIMH, YeMm (opMyyia (52). 


10* 
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OME REMARKS ON THE QUANTUM THEORY OF ENERGY ANISOTROPY OF 
FERROMAGNETIC CRYSTALS 


L. PAL 
SUMMARY 


The quantum theory of the anisotropic part of the free energy of ferromagnetic crystals 
is treated. Replacing the spin-orbit interaction by an equivalent interaction of multipole charac- 
ter, for simple cubic and hexagonal crystals the anisotropic part of the free energy is determined 
from the spectrum of the energy corresponding to the quasi-saturated state of the ferromagnetic 
crystal at low temperature. For the dependence of anisotropy on temperature the following 
expression, independent of the crystal structure, is obtained 


K(T) = K,.{1—T*"(k, T + ko) 


where T denotes the temperature calculated from absolute zero while ko, k, and are constants, 
The theoretical results agree fairly well with the experiment. 


ZUM LICHTELEKTRISCHEN VERHALTEN 
DER RONTGENBESTRAHLTEN NaCl-KRISTALLE* 


Von 
I. TARJAN 


MEDIZINISCHES PHYSIKALISCHES INSTITUT, BUDAPEST 


(Eingegangen 23. XI. 1953.) 


Es wurden Absorptions- und Photoleitungsuntersuchungen an réntgenbestrahlten natiir- 
lichen NaCl-Kristallen (Steinsalze aus Wieliczka) durchgefiihrt. Was die Absorption betrifft, 
so zeigten die Kristalle das aus der Literatur bekannte Verhalten. Bei der Photoleitung zeigten 
sich aber, ausser den bisher bekannten Effekten, auch neue Erscheinungen, die wahrscheinlich 
mit dem an der langwelligen Seite der F-Bande auftretenden Absorptionsnebenmaximum 
| zusammenhangen. Der Verfasser veréffentlichte vor einigen Jahren einen Bericht iiber ein 
| . abnliches Verhalten im Falle der additiv verfarbten, aus Schmelzfluss gewachsenen NaCl- 
Kristalle (1). 


Einleitung 


Die Untersuchung der im Kristallgitter anwesenden Fehlanordnungen 
steht im Vordergrunde der Forschung. Zu ihrer Untersuchung benutzt man die 
bekannte Methode, im Kristalle irgendeinen leicht untersuchbaren Fehlertypus 
hervorzubringen, um dann aus dessen Eigenschaften auch auf andere Fehler- 
typen einen Schluss zu ziehen. Die auf diese Art kinstlich erzeugten Fehler- 
typen sind die Farbzentren. Das bekannteste unter ihnen ist das in den Alkali- 
halogenidkristallen erzeugte F-Zentrum. 

Wenn man Alkalihalogenidkristalle mit Réntgenstrahlen bestrahlt, oder 
in Anwesenheit eines Alkalimetalles erhitzt abschreckt (sog. additive Verfar- 
bung) usw., erleiden diese Kristalle eine Verfarbung, und es tritt im sichtbaren 
Gebiete eine Resonanzabsorptionsbande auf, die man in der Literatur F-Bande 
nennt (Fig. 1, Kurve 1). Das Maximum der Bande liegt bei Zimmertemperatur 
— wie immer die Verfarbung durchgefiihrt wurde — bei NaCl etwa bei 465 my, 
bei KCl bei 560 my, usw. Die identische Kigenschaften besitzenden Fehlerstellen, 
die im Laufe der Verfarbung entstehen und die F-Bande hervorbringen, nennt 
man F-Zentren. Das F-Zentrum ist — nach unserer heutigen Auffassung — 
ein durch ein Halogenionenloch gefangengenommenes Elektron, das im Gitter 
mit einem benachbarten Alkaliion ein Alkaliatom bildet. 

Ohne weiter darauf einzugehen, erwaihnen wir, dass uns ausser der F-Bande 
auch noch andere Banden bekannt sind. Wir méchten besonders jene Banden 
hervorheben, welche auf Kosten der F-Bande entstehen, wenn man den Kristall 


* Vorgetragen am I. Ungarischen Physikerkongress, Budapest. 
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in der F-Bande bestrahlt oder ihn einer Warmebehandlung unterwirft. Diese 
Banden erscheinen an der langwelligen Seite der F-Bande und stehen wahr- 
scheinlich mit dem Zusammentreten mehrerer F'-Zentren in enger Beziehung. 
In den additiv verfarbten Kristallen kénnen auch gréssere, z. B. ultramikro- 
skopisch bemerkbare Atomkomplexe zustande kommen, die als Alkalikolloide 
zu betrachten sind. 

Die friiheren Untersuchungen beschaftigten sich meist mit der Erforschung 
der Eigenschaften der F-Zentren. Die wichtigsten Eigenschaften kénnen wir . 


: 


| 


willkirlihe Linperren 


300 Wy 500 00 mu 
Fig. 1 
(Z. Gyulai, Zs. f. Phys., 32, 103, 1925.) 


nach den Untersuchungen der Géttinger Pohl-Schule und — in Ungarn — 
nach den Arbeiten von Z. Gyulai und seinen Schiilern im folgenden zusam- 
menfassen [2]. 

a) Infolge der Lichtabsorption kommen die F-Zentren in einen angeregten 
Zustand. Steht auch eine geniigende thermische Gitterenergie zur Verfiigung, 
so erhebt sich das Elektron des F-Zentrums auf das Leitungsniveau (z. B. im 
Falle des NaCl schon bei Zimmertemperatur), und wir beobachten im elektrischen 
Felde Photoleitung. Die spektrale Verteilung des lichtelektrischen Primar- 
stromes zeigt Fig. 1, Kurve 1, die Stromstarke auf die Einheit der einfallenden 
Energie bezogen. Die Photoleitungskurve verschiebt sich im Vergleich zu der 
Absorptionskurve (Kurve 1) ein wenig nach den langeren Wellen, was bedeutet, 
dass das langwellige Licht im Falle der gleichen absorbierten Energie mehr- 
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Elektronen auslésen kann, als das kurzwellige Licht. Berechnet man aus beiden 
Kurven die auf die Einheit der absorbierten Energie bezogenen Photostréme, 
so entsteht eine Gerade, die durch den Nullpunkt der Wellenlangenachse geht 
und bei den langeren Wellen steigt. Die Richtungskonstante dieser Geraden ist 
proportional zu “ (h ist die Plancksche Konstante, ¢ die Lichtgeschwindig- 
keit). Diese Ergebnisse bestaitigen unmittelbar die quantenhafte Elektronen- 
abspaltung. 

b) Die infolge der Lichtwirkung abgespaltenen Elektronen werden nach 
bestimmter Weglinge (z. B. im Falle von NaCl etwa 1,5 - 10-°mm/Volt/cm [1] 
bei Zimmertemperatur) wieder in Gefangenschaft geraten. Ausser den »ver- 


Absorptionskonstanle 


400 500 600 trys 
Fig. 2 
(Z. Gyulai, Zs. f. Phys., 33, 33, 1925.) 


lassenen« F-Zentren kénnen auch die »unbeschiadigten« F-Zentren die Elektro- 
nen einfangen. Im letzteren Falle entstehen Halogenionenlécher, die zwei 
Elektronen enthalten. Diese nennt man F’-Zentren. Das Verschwinden von 
F-.Zentren einer bestimmten Anzahl fiihrt also zur Entstehung von F”-Zentren 
der halben Anzahl. Die ¥’-Zentren absorbieren das Licht an der langwelligen 
Seite der F-Bande, und ihre Absorptionsbande ist die F’- Bande, welche den Rest 
der F-Bande gewissermassen bedeckt. Wenn also der Kristall in der F-Bande 
stark beleuchtet wird, vermindert sich die F-Bande — infolge des Verfalles 
eines Teiles der F-Zentren — merklich, und die Absorption vergréssert sich bei 
langeren Wellen infolge des Bildungsprozesses von F”-Zentren (Fig. 2). — Wenn 
der Kristall in der F-Bande bestrahlt wird, verlauft dieser Prozess im ent- 
gegengesetzten Sinne und der Ausgangszustand wird wieder hergestellt. Die 
F—F’ Umwandlung ist also ein reversibler Prozess. Die F’-Zentren sind weniger 
stabil als die F-Zentren, und die Zuriickverwandlung geht auch ohne Bestrahlung 
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schon bei Zimmertemperatur in einer kirzeren oder langeren Zeit (z. B. bei 
NaCl 1—2 Stunden) infolge der zur Verfiigung stehenden thermischen Gitter- 
energie vor sich. Durch die Bestrahlung in der F’-Bande wird die Zuriickver- 
wandlung bloss beschleunigt. Auch die Zuriickverwandlung erzeugt im elektri- 
schen Felde Photoleitung. In Fig. 3 ist ausser der urspriinglichen Photoleitungs- 
kurve auch die spektrale Verteilung der Photoleitung eines auch F’-Zentren 
besitzenden Kristalles dargestellt.* 

Wir betonen wegen der nachfolgenden Erérterungen aufs neue, dass 
man nach den Literaturangaben den urspriinglichen Zustand — mag es sich 


Littlel. Pramarstrom pro Liheit 
sliellenider Lichlenergle 


400 00 500 mp 


Fig. 3 
R. Hilsch, R. W. Pohl, Zs. f. Phys., 68, 721, 1931 


um Photoleitungsmessungen oder um Absorptionsmessungen handeln — ent- 
weder durch eine Ruhezeit von einigen Stunden oder durch eine langwellige 
(in der F’-Bande) Bestrahlung wiederherstellen kann. 


Einige friihere Untersuchungen an additiv verfarbten NaCl-Kristallen 


Vor einigen Jahren berichtete der Verfasser — von den friiheren, nicht 
veréffentlichten Messungen von Z. Gyulai ausgehend — iber einen neuen 
Effekt [1]. Es wurden Untersuchungen an aus Schmelzfluss hergestellten und 
additiv verfarbten NaCl-Kristallen durchgefihrt. Obgleich in der Absorption 
dieser Kristalle. die fiir die F'-Bande charakteristischen Maxima sich bemerkbar 
machten, zeigte sich aber an der langwelligen Seite der F'-Bande auch eine starke 


1 Die F’-Bande ist mit den aus dem Assoziieren von F-Zentren entstehenden Absorp- 
tionsbanden nicht zu verwechseln, die — wie schon oben erwiihnt — gleichfalls an der lang- 
welligen Seite der F-Bande vorkommen. Diese sind stabilere Produkte als die F’-Zentren. 
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Hebung, die wahrscheinlich von den Na-Kolloiden herkam. Die Absorptions- 
kurve eines solchen Kristalles ist in Fig. 4 dargestellt (ausgezogene Linie). 
In dieser Figur ist zum Vergleich auch die »reine« F-Bande eingezeichnet (punk- 
tierte Linie), welche sich ergibt, wenn man den Mittelwert der in der Literatur 
angegebenen, an frisch réntgenisierten Steinsalzkristallen erhaltenen Werte 
nimmt. Bei der Absorption zeigte sich ein ahnliches Verhalten wie das in der 
Einleitung erwahnte, d. h. wie bei jenen Kristallen, an welchen nur die F-Bande 
zu beobachten ist: infolge der Beleuchtung in der F-Bande (Blaubeleuchtung, 
Bogenlicht durch einen Fliissigkeitsfilter von Kupferoxidammoniak) verminderte 


Absorotionskonstsn/e 


YOO 300 600m 
Fig. 4 


sich das Maximum der Bande, in dem Bereich der langeren Wellen ist aber die 
Absorptionskurve ein wenig gehoben (gestrichelte Kurve). Diese Erscheinung 
erklart sich durch die Umwandlung eines Teiles der F-Zentren in F’-Zentren. 
Wenn die Kristalle 1—2 Stunden lang im Dunkeln ruhen gelassen oder einige 
Minuten lang im langwelligen Bereich (Rotbestrahlung, Bogenlicht durch einen 
0,3 mm dicken Ebonitfilter) bestrahlt wurden, wurde der Ausgangszustand 
innerhalb der Messfehler wiederhergestellt. 

Bei der spektralen Verteilung der Photoleitung jedoch zeigte sich ein neues 
Verhalten. Fig. 5 zeigt die Messergebnisse. Die punktierte Linie zeigt auch jetzt 
die an frisch réntgenisierten NaCl-Kristallen erhaltenen Werte (Mittelwerte 
der in der Literatur angegebenen Werte). Kurve a erhielten wir, indem wir den 
kurzgeschlossenen Kristall vor jeder Messung einige Minuten lang mit rotem 
Licht bestrahlten. Kurve a’ hingegen entstand so, dass der kurzgeschlossene 
Kristall nach der Rotbestrahlung etwa 6—10 Stunden lang im Dunkeln ruhen 
gelassen und dann dieser ausgeruhte Kristall beobachtet wurde. Wenn der 
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Kristall wieder mit rotem Licht bestrahlt wurde, kehrte er allmahlich (anfangs 
schneller, spater langsamer) in den der Kurve a entsprechenden Zustand zuriick. 
Zur Wiederherstellung des Zustandes a erwies sich eine absorbierte Lichtenergie 
von etwa 4.10~* kal als geniigend. Weitere Bestrahlung bzw. langeres Ruhen- 
lassen veriinderte die Stromstarken praktisch nicht mehr, also zeigen beide 
Kurven »Sattigungswerte«. Wahrend nach den fritheren Beobachtungen auch 
im Falle der Photoleitung die langwellige Bestrahlung den Kristall in denselben 
Zustand zuriickfiihrte wie das mehrstiindige Ruhenlassen, bemerken wir jetzt 


Liblel Primarstrom pro Linhei autiallender Lichientnenge 


400 500 600 my 
Fig. 5 


zwischen diesen beiden Fallen eine verschiedene spektrale Verteilung. — Wenn 
wir im Falle einer Blaubestrahlung (Bestrahlung in der F'-Bande) ahnliche 
Messungen durchfiihren, gewinnen wir die Kurven 6 und 6’, die auch zu Satti- 
gungszustanden gehéren. Der ausgeruhte Kristall gibt also andere Photostréme 
und die unmittelbar nach der Vorbestrahlung gemessenen Werte zeigen auch 
einen neuen Zustand an. Wenden wir eine Bestrahlung von anderer Wellen- 
lange an, dann erhalten wir wieder ein anderes Kurvenpaar. Die verschiedenen 
Kristallindividuen zeigten verschiedenes Verhalten, bei demselben Kristall 
waren aber die Messergebnisse reproduzierbar, und jeder Zustand war mit — 
geeignet gewahlter Vorbestrahlungswellenlange von jedem Zustand ausgehend 
herstellbar. Es ist unzweifelhaft, dass es sich hier um eine neue, wellenlangen- — 
abhingige Lichtwirkung handelt, die sich nur bei der Photoleitung aussert und © 
nicht nur in den unmittelbar nach der Bestrahlung gemessenen Stromstarken, 
sondern auch in der am ausgeruhten Kristall gemessenen Photoleitung zum | 
Ausdruck kommt. | 


- 


s 


— 
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Die Deutung dieser Erscheinung benétigt noch weitere Messungen. Unsere 
neueren Untersuchungen dienen als Datensammlungen. Da nach den Orientie- 
rungsmessungen anzunehmen war, dass der oben erwahnte Effekt auch bei 
réntgenisierten Kristallen festzustellen sein wiirde, wurden réntgenisierte NaCl- 
Kristalle einer systematischen Untersuchung unterworfen. Die Absorption dieser 
Kristalle ist einheitlicher und iibersichtlicher als die der frither untersuchten 


additiv verfarbten Kristalle, und man kann deshalb auch iibersichtlichere 
Ergebnisse erwarten. 


Das Messverfahren 


Es wurden verschieden lang réntgenisierte natiirliche NaCl-Kristalle 


_(Steinsalze aus Wieliczka) untersucht, die teils vor der Réntgenbestrahlung einer 


Warmebehandlung unterworfen wurden. Die Untersuchungen wurden vor- 
laufig nur bei Zimmertemperatur durchgefihrt, sowohl bei Absorptions- wie auch 
bei Photoleitungsmessungen in einem Messbereiche von etwa 430—830 mu. 

Die Messvorrichtung bestand bei den Absorptions- und Photoleitungs- 
messungen aus einem in den Mitteilungen der Pohl-Schule beschriebenen Dop- 
pelmonochromator mit Glasoptik. Als Lichtquelle diente eine Wolframlampe 
(36 Watt) mit einer vertikalen geraden Spirale, von einem Akkumulator gespeist. 
Auch die Vorbestrahlung wurde mit monochromatischem Licht durchgefihrt 
mittels eines einfachen Monochromators mit einer Gliihlampe von 500 Watt. 
Fir die Absorptionsmessung benutzten wir einen Photomultiplier, bzw. eine 
Cs-Photozelle und die absolute Bestimmung der Lichtenergie fiihrten wir mittels 
einer Thermosaule durch, die mit einer Hefner-Lampe geeicht war. Da die ange- 
wandten Lichtenergien sehr gering und die Empfindlichkeit des Galvanometers 
der Thermosiule ungeniigend waren, konnten wir bei jenen Wellenlangen, die 
kurzer als 480 my waren, nur mit extrapolierten Energiewerten arbeiten. Der 
Kristall steckte wihrend der Leitungsmessung in einer mit einem Glafenster 
versehenen geerdeten Messingdose, durch deren Evakuieren die gute Isolierung 
des Kristalls erreicht wurde. Die Spannung von einigen hundert Volt am Kristall 
wurde von Trockenbatterien hergestellt. Die Photostréme massen wir mit einem 
Einfadenelektrometer mit der Aufladungsmethode. Fiir die Aufnahme der Strom- 
zeitkurve projizierten wir den Faden des Elektrometers auf einen lichtempfind- 
lichen Papierstreifen, welcher sich in einer Entfernung von etwa 1 Meter in verti- 
kaler Richtung mit gleichmissiger Geschwindigkeit vor dem Elektrometer 
bewegte. Die Zeitmarken wurden auf dem sich bewegenden Streifen mittels einer 
Gliihlampe bezeichnet, deren Licht einen Metronom in gleichen Zeitintervallen 
unterbrach. Die Spannungsempfindlichkeit des Elektrometers war auf dem 
lichtempfindlichen Streifen etwa 0,13 Volt/mm, und die Kapazitit des Elektro- 
meters samt den Leitungsdrihten etwa 20 cm. Bei weniger prazisen Messungen 
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projizierten wir den Elektrometerfaden auf ein Millimeterpapier und bezeich- 
neten die Lage des Fadens bei der Aufladung in gleichen Zeitintervallen mit 
Strichen. Die Absorptionsmessung wurde an Kristallen von etwa 8 - 10 - 12 mm* 
durchgefiihrt, und aus diesen wurden die bei der Leitungsmessung benutz- 
ten etwa 3 mm dicken (Elektrodenabstand). 6 mm breiten (die Weglange 
des Messlichtes im Kristall) und 10 mm hohen Stiicke abgespalten. In einigen 
Fallen bedeckte der Lichtstreifen bei Leitungsmessungen den Kristall vdllig, 
in anderen Fallen arbeiteten wir aber mit dem Lichtstreifen an der Mitte des 
Kristalls. Die lichtdurchlassigen Oberflachen wurden bei den Absorptions- 
messungen auf glanz poliert (an einer auf eine Drehscheibe befestigten Seiden- 
oberflache mit »Polierrot« in Alkohol), bei der Leitungsmessung hingegen 
arbeiteten wir mit frisch gespaltenen Oberflachen. Die von der Lichtreflexion 
herrithrenden Fehler zogen wir durch Vergleich mit einem farblosen Kristall, 
der gleichzeitig mit dem farbigen Kristall poliert worden war, in Rechnung. 
Bei der Réntgenisierung umhiillten wir den Kristall mit schwarzem Papier, die 
oben erwahnten iibrigen Verfahren aber wurden bei rotem Licht durchgefihrt, 
so dass groben Lichteinwirkungen in den F'-Zentren vor der Messung geniigend 
vorgebeugt war. Die Daten der Réntgenlampe sind: 100 kV, 15 mA, die Ent- 
fernung des Kristalls von dem Berylliumfenster war etwa 17 cem.' Um die 
ausgeruhten und unmittelbar nach der Vorbestrahlung auftretenden Zustiinde 
zu vergleichen, fahrten wir die Messungen in etwa 5 Stunden langen Zeitraumen 
paarweise durch, so dass die Werte zuerst an dem ausgeruhten Kristalle gemessen 
wurden, dann folgte sofort eine Vorbestrahlung von einigen Minuten und dann 
die folgende Messung. 


Die Messergebnisse 


Die Messergebnisse kénnen wir folgendermassen zusammenfassen : 

1. Wir fiihrten Messungen an etwa 20 Kristallen durch. Als einen typischen 
Fall wollen wir die Ergebnisse der Messungen, die wir bei einem dieser Kristalle 
erhielten, eingehend darlegen. Vor der Réntgenbestrahlung wurde der Kristall 
keinerlei Behandlung unterzogen, und die Réntgenisierung dauerte 6 Stunden. 
Die Absorptionsmessungen bestitigten die aus der Literatur bekannten Ergeb- 
nisse: die Anfangsabsorption des Kristalls ist in Fig. 6, Kurve 1 dargestellt. 
Hier herrscht die F-Bande vor, an deren langwelligen Seite aber, bei etwa 720 
m/, sich auch das zum erstenmal von Ottmer [3] beobachtete Nebenmaximum 
zeigt. Im Einklange mit den Ottmerschen Ergebnissen ist die Absorptionskon- 
stante des Nebenmaximums etwa ein 25—30-stel der im Maximum der F-Bande 
gemessenen Absorptionskonstante. Das Maximum der F-Bande liegt bei 466 mp, 


1 Es sei fiir die Bestrahlung Herrn Prof. Orban (Budapest) auch an dieser Stelle herzlich 


gedankt. 
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seine Halbwertsbreite ist etwa 81 my (426—507 my). Die nach der Rotvorbestrah- 
lung gemessenen Absorptionskonstanten sind innerhalb der Messfehler (bei 
grésseren Absorptionen etwa 2—4°/, bei kleineren etwa 10—20%) mit den an 
dem urspriinglichen Kristall bzw. an dem im Dunkeln mehrere Stunden lang 
ausgeruhten Kristall gemessenen Werten auch diesmal in vollkommener Uber- 
einstimmung. 

Bei Blaubestrahlung sind zweierlei Prozesse zu beobachten: ein Teil 
der F-Zentren wird (anfangs rasch, spiter langsamer) vernichtet, der Kristall 


a 25 2 1gev 
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Absorphonskonstante in on! 
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Fig. 6 


wird entfarbt, und die F'-Bande nimmt dementsprechend ab. Es zeigt sich 
ausser diesem irreversiblen Prozess auch der vorher beschriebene reversible 
Prozess, der mit der Umwandlung eines Teiles der F-Zentren in F’-Zentren zusam- 
menhangt. Dieser letztere Prozess verursacht im Maximum der F-Bande eine 
weitere Senkung und bei den langeren Wellen eine Hebung. Die Kurve 1 geht 
schliesslich in die Kurve 2 iiber. Wenn wir den Kristall im Dunkeln 1—2 
Stunden lang ruhen lassen, verwandeln sich die F’-Zentren wieder in F-Zentren 
und es bleibt nur eine infolge der Entfarbung auftretende Absorptionsver- 
minderung zuriick. Die Absorptionskurve des teilweise entfarbten ausgeruhten 
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Kristalls stellt Kurve 3 dar. Wir erreichen — innerhalb der oben erwahnten 
Messfehler — dieselbe Absorptionskurve, wenn wir den Kristall statt Ruhen- 
lassens einige Minuten lang mit rotem Licht stark bestrahlen. 

Ottmer stellt in seiner oben angefihrten Abhandlung bei den Absorptions- 
messungen in dem langwelligen Bereich grissere Messfehler fest. Auch wir beob- 
achteten bei unseren Messungen, die wir wahrend der abwechselnden Rot- 
und Blaubestrahlungen durchfihrten, eine ahnliche »Ungewissheit«. Es handelt 
sich hier nach den Untersuchungen von Petroff wahrscheinlich um eine geringere 
Umwandlung der F- und C-Bander ineinander infolge der Wirkung der Bestrah- 
lung; diese Umwandlung bleibt aber wegen der Messfehler vorlaufig verdeckt. 
In diesem Sinne kénnen wir von Ubereinstimmung der an rotbestrahlten und 
im Dunkeln ausgeruhten Kristallen gemessenen Absorptionskonstanten reden. 

2. Die Ergebnisse der Photoleitungsmessungen stellen die Tab. I und II, 
bzw. Fig. 7 und 8 dar. In den Tabellen sind die Messergebnisse der Zeitordnung 
nach angegeben. Tab. I und Fig. 7 zeigen die Ergebnisse der ersten Messerien, 
vor der Blaubestrahlung des Kristalls, Tab. II und Fig. 8 hingegen die an den 
infolge der Blaubestrahlung entfarbten Kristallen gemessenen Photostréme. Bei 
jenen Wellenlaingen, bei denen mehrere Messungen durchgefiihrt wurden, zeigt 
die Abbildung nur den Mittelwert der Ergebnisse. In beiden Fallen ergaben sich 
durch die Rotbestrahlung des kurzgeschlossenen Kristalls (720m) vor jeder 
Messung die Kurven a. Die Kurven a’ enthalten die an dem nach Rotbestrahlung 
ausgeruhten Kristall gemessenen Werte. Die Kurven 6 und b’ zeigen jene Werte, 
die unmittelbar nach der Blauvorbestrahlung (475 my) bzw. an dem nach der 
Blauvorbestrahlung ausgeruhten Kristall gemessen wurden. Wahrend nun die 
Rotbestrahlung in den in der Literatur erwahnten Fallen — innerhalb der Mess- 
fehler — auch bei der Photoleitung die Anfangswerte bzw. die an dem ausge- 
ruhten Kristall gemessenen Werte ergibt, beobachteten wir bei unseren gegen- 
wartigen Untersuchungen eine verschiedene spektrale Verteilung bei den in 
beiden Fallen réntgenisierten Kristallen, genau so, wie wir es auch bei additiv 
verfarbten Kristallen fanden. Oben hielten wir es fir méglich, dass auch in der 
Absorption ein Unterschied zwischen den Anfangswerten (bzw. an ausgeruhten 
Kristallen gemessen Werten) und den an rotvorbestrahlten Kristallen gemessenen 
Werten existiert ; waihrend dieser Unterschied aber bei der Absorption innerhalb 
der Messfehler méglich ist, handelt es sich bei der Photoleitung um gut bemerk- 
bare, unzweifelbare Unterschiede. Auch die teilweise Entfarbung verursachte 
keine wesentliche Anderung, nur verminderten sich alle Werte durch die Ver- 
- nichtung eines Teiles der F-Zentren. Es besteht ein Unterschied nicht nur 
zwischen den unmittelbar nach der Rotbestrahlung gemessenen und den an 
dem nach der Rotvorbestrahlung ausgeruhten Kristall gemessenen Leitungs- 


werten, sondern auch an dem nach der Blaubestrahlung ausgeruhten Kristal] © 


wurden verschiedene Photostréme gemessen. Der Unterschied zwischen dem 
nach der Rot- und Blauvorbestrahlung ausgeruhten Kristall ist besonders bei 
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TABELLE I 
Photostromstarken vor der Entfarbung 


Daten des Kristalls: 4-8,3-15,6 mm%, Elektrodenabstand 4 mm, Spannung 560 V. Der bei dem 
Messlicht und bei der Vorbestrahlung angewandte Lichtstreifen ist ein mehrere cm langes und 
etwa 2 mm breites Spaltenbild, das auf die Oberfliche von 4-15,6 mm? symmetrisch einfallt. 


Photostromstirken bezogen auf die 
Einheit einfallender Lichtenergie 
Nummer | Vorbestrahlung Messlicht in 10 coul/cal. 
ce ra aaa nach der unmittelbar 
Vorbestrahlung nach der 
ausgeruht Vorbestrahlung 
1 640 500 2,89 2,21 
2 640 500 3,07 2,54 
3 640 500 = 2,72 
4 690 500 2,98 1,84 
5 760 500 2,67 1,91 
6 840 500 2,87 | 1,91 
7 720 500 2,45 1,99 
8 720 500 2,99 2,32 
9 720 500 2,91 2,10 
10 720 500 2,67 2,16 
11 720 500 2,83 2,36 
12 720 475 3,82 2,78 
13 720 475 3,68 2,75 
14 720 455 3,60 2,64 
15 720 720 0,0345 0,0167 
16 720 800 0,0176 0,0037 
17 720 605 0,134 0,095 
18 720 435 2,45 2,02 
19 720 565 0,41 0,36 
20 720 535 1,31 1,02 
2 720 650 0,0598 0,043 


Die Ergebnisse der Messungen 1—6 haben wir in Fig. 7 nicht dargestellt. Die Vorbe- 
strahlungswellenlange war bei diesen Messungen verschieden und die geringe Anzahl der Messun- 
gen lasst keinen Schluss ziehen. 


den grésseren Wellenlangen ansehnlich. Der infolge der Blaubestrahlung auf- 
tretende F—F’ Ubergang kommt auch bei der Leitung zum Ausdruck : die 
Kurve 6 ist im Maximum — im Vergleich mit den anderen Kurven — ein wenig 
gesenkt und bei den langeren Wellen erhéht. Zu diesem Effekt kommt aber ein 
‘anderer Effekt, der die ganze Kurve — im Vergleich zu den anderen — im ganzen 
Messbereich nach oben oder nach unten verschiebt. 
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TABELLE II * 


Photostromstirken an dem teilweise entfarbten Kristall 


Daten des Kristalls, der Spannung, usw. siehe Tab. I. 


eT 


Photostromstarken bezogen auf die 
Einheit einfallender Lichtenergie 
Seas Vorbestrahlung Messlicht in 10 coul/cal 
ae fad ches ate nach unmittelbar 
Vorbestrahlung nach 
ausgeruht Vorbestrahlung 
22 475 475 3,64 3,14 
23 - 475 535 1,39 1,2 
24 475 720 0,119 0,136 
25 475 605 0,4 0,52 
26 475 435 2,34 2,07 
27 475 475 3,14 3,05 
28 720 475 an 2,34 
29 720 475 3,6 2.6 
30 720 415 3,32 2.6 
31 720 4715 3,2 2,65 
32 720 565 0,45 0,367 
33 720 455 3,16 2,35 
34 720 535 1,11 0,9 
35 720 605 0,18 0,14 
36 475 475 = 2,76 
37 475 475 3,42 3,07 
38 4715 605 0,496 0,61 
39 475 500 = 2,0 
40 4715 565 — 0,875 
41 475 535 _— 1,22 
42 475 455 — 2,18 
43 475 435 — 1,89 
44 4715 720 — 0,198 
45 475 560 — 0,37 
46 4715 800 = 0,095 
47 720 720 = 0,038 
48 720 650 — 0,097 
49 720 605 _ 0,19 
50 720 565 — 0,34 
51 720 _ 535 = 0,8 
52 720 500 - 1,56 
fe} 720 ATS — 2,12 
54 720 455 _— rag 
55 720 435 _— 1,44 
56 720 800 _ 0,011 


In Fig. 8. haben wir nur die Ergebnisse der Messungen 22—38 dargestellt. Die Ergebnisse 
der iibrigen Messungen haben wir nicht eingezeichnet, da der Kristall wahrend der Messung 
infolge der wechselnden Blau-und Rotbestrahlung weiter entfarbt wurde, und die Darstellung der 
abnehmenden Photostréme die Ubersichtlichkeit der Figur verschlechtert hatte. In den Messun- 
gen 39—56 sind iibrigens nur die unmittelbar nach der Rot- und Blaubestrahlung gemessenen 
Photostréme vorhanden. Bei dieser Serie, genau so wie bei den Messungen 22—38, sind die un- 


mittelbar nach der Blaubestrahlung erhaltenen Photostréme grésser als die unmittelbar nach der 


Rotbestrahlung erhaltenen Werte. 


ee 
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3. Die typische’ Form der Stromzeitkurven zeigt Fig. 9. Es wurde bei 
Kurve a von einem rotvorbestrahlten, bei Kurve a’ von einem nach der Rot- 
vorbestrahlung ausgeruhten Kristall ausgegangen. Fiir das schwache Sinken 
der Kurve a ist wahrscheinlich die infolge der Wirkung des Messlichtes auf- 
tretende Polarisation verantwortlich [4]. Die starkere Neigung der Kurve a’ ist 
so zu deuten, dass der Kristall schon auf die Einwirkung eines schwachen 
Messlichtes hinaus dem ausgeruhten Zustande allmahlich in den vorbestrahlten 
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Lichtel Prumerstrom pro Linhelt auttallender Lichienerge 


Fig. 7 


Zustand iibergeht (aus der Kurve a’ der Fig. 7 in die Kurve a). Die durch das 
Messlicht verursachte Polarisation stérte unsere Messungen nicht, da sie wahrend 
des mehrstiindigen Ruhenlassens bzw. bei der Vorbestrahlung verschwand. 
In unseren Figuren sind die Einsatzwerte der Photostréme dargestellt. 

4. Es scheint schon nach den bisherigen Messungen sehr wahrscheinlich, 
dass die unmittelbar nach der Rotbestrahlung gemessenen Stromstarken im 
ganzen Messbereich immer niedriger sind, als die an dem nach der Rotbestrah- 
lung ausgeruhten Kristall gemessenen Werte. Es diirfte ebenfalls allgemein 
giltig sein, dass der Quotient dieser Wertepaare 


11 Acta Physica II/3—4 
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Fig. 9 
Das Messlicht trifft den Kristall 40 Sekunden lang (10—50 sec). Auch die Dunkelstréme sind 
vor und nach dem Einfallen des Messlichtes dargestellt 


—— ee 


—_————- — 


ZUM LICHTEUEKTRISCHEN VERHALTEN DER RONTGENBESTRARLTEN NaCl-KRISTALLE 317 


bei den langeren Wellen etwas grésser ist als bei den kiirzeren (Fig. 10) . 
Diese letztere Feststellung kénnen wir auch auf andere Art abfassen. Da die 
Absorption eines ausgeruhten und eines rotbestrahlten Kristalls — innerhalb 
der Messfehler — iibereinstimmt, ist der bei der Photoleitung vorkommende 
Unterschied zwischen beiden Zustanden nur mit der Anderung des Produktes 
von Quantenausbeute des lichtelektrischen Prozesses und dem Schubweg der 
durch Lichteinwirkung abgetrennten Elektronen zu erkliren. Diese Produkte 
nehmen also im ausgeruhten Zustand im Verhiltnis zu dem unmittelbar nach 


Hpi GeV 


430 500 580 60 EHO TOO BO mp 
Fig. 10 
Die Ordinate stellt den Quotient der Photostréme in den ausgeruhten und unmittelbar nach 
der Rotvorbestrahlung auftretenden Zustinden dar. 


der Rotbestrahlung auftretenden Zustand in der Richtung auf die langeren Wellen 
hin zu. 


5. Wie aus den Tabellen zu ersehen ist, sind die einzelnen Zustande 
reproduzierbar und jeder beliebige Zustand kann bei geeignet gewahlter Vorbe- 
strahlung von jedem beliebigen Zustand ausgehend hergestellt werden. Die 
Reproduktion besteht aber nur innerhalb grosser Fehler, und wir halten es fiir 
méglich, dass diese grossen Messfehler noch weitere feine Effekte verdecken. 
Eine der Fehlerquellen diirfte z. B. sein, dass die Dunkelstréme vor und unmittel- 
bar nach der Messung ganz verschieden voneinander sind, was bedeutet, dass 
sie sich auch wahrend der Messung verdnderu. Dieser Umstand kann besonders 
bei den unmittelbar nach den Vorbestrahlungen durchgefiihrten Messungen. 
stérend auftreten, da die Dunkelstréme unmittelbar nach den Vorbestrah- 
lungen meistens grésser sind als die Dunkelstréme im Falle ausgeruhter- 
Kristalle. 


6. Untersuchungen wurden auch an solchen Kristallen durchgefihrt, die- 
wir vor der Réntgenbestrahlung bis zum Schmelzpunkt erhitzten (die Ecken der- 


‘Kristalle schmolzen ab) und dann mehrere Tage lang allmahlich auf Zimmer-. 
‘temperatur abkiihlten. Diese Kristalle zeigten ein ahnliches Verhalten wie die: 


21* 
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aus Schmelzfluss gewachsenen Kristalle : bei Réntgenisierung unter denselben 
Umstinden waren sie stirker verfarbt aber dann schneller entfarbt als jene 
Kristalle, die wir keiner Warmebehandlung unterworfen hatten. Im Falle 
wirmebehandelter Kristalle massen wir gréssere Dunkelstréme und kleinere 
Photostrdme als an den nicht behandelten Kristallen. Auch bei diesen Kristallen 
konnten wir ein dhnliches Verhalten beobachten, wie bei jenen, die wir vor der 
Réntgenisierung etwa auf 500° C erhitzt und dann abgeschreckt sowie auch 
bei jenen, die wir vor der Réntgenisierung einem Druck von etwa 180 kg/cm? 
unterworfen hatten. Die spektrale Verteilung der Lichtabsorption und Photo- 
leitung betreffend bemerkten wir aber zwischen dem Verhalten der warmebe- 
handelten und der nicht behandelten Kristalle keinen Unterschied. Auch die 
behandelten Kristalle zeigten die oben (Abs. 1—5) beschriebenen Erscheinungen. 


7. Es geht aus diesen an verschieden lang réntgenbestrahlten Kristallen 
durchgefiihrten Untersuchungen hervor, dass der bei der Photoleitung bemerk- 
bare Unterschied zwischen den ausgeruhten und unmittelbar nach der Vorbe- 
strahlung beobachteten Zustanden im Fall einer kurzdauernden Réntgenisierung 
(schwacher Verfarbung) kleiner ist, als bei den langere Zeit rontgenisierten 
(stark verfarbten) Kristallen. Obwohl bei unseren Messungen an den schwach 
réntgenisierten Kristallen ein Unterschied von mehr als 10°% zwischen den 
Kurven a und a’ im Maximum der F-Bande niemals festgestellt wurde (in 
einigen Fallen lag dieser Unterschied innerhalb der Messfehler), erreichte dieser 
Unterschied bei den stark réntgenisierten Kristallen manchmal den Wert von 
40%. Die friiheren Untersuchungen, z. B. die der Pohlschen Schule und die 
von Z. Gyulai, wurden an schwach réntgenisierten Kristallen durchgefiihrt. 
Die oben beschriebene Lichtwirkung kann bei diesen Kristallen nach unseren 
Messungen innerhalb der Messfehler bleiben. Diese Erscheinung wurde in der 
Literatur wahrscheinlich eben deshalb unerwahnt gelassen. Es ist aber méglich, 
dass die starke Streuung der Messergebnisse, die Z. Cyulai seine fritheren Messun- 
gen betreffend erwiahnte, eben mit der oben beschriebenen Wirkung im Zusam- 
menhange steht. 


8. Dies waren die Messergebnisse. Obwohl der Versuch einer Deutung der 
oben beschriebenen Lichtwirkungen unserer Meinung nach jetzt noch verfriht 
ist, wollen wir doch einige Gedanken hinzufiigen, die bei den ferneren Unter- 
suchungen vielleicht verwendet werden kénnten. 


Das Auftreten eines Unterschiedes zwischen den nach der Rotbestrahlung 
entstehenden und den ausgeruhten Zustinden ist nur dann denkbar, wenn der 
Kristall das rote Licht absorbiert. Unsere mehrere Stunden lang réntgenisierten 
Kristalle haben das rote Licht infolge der Anwesenheit des Ottmerschen Neben- 
maximums in allen Fallen mehr oder weniger absorbiert. Es lasst sich annehmen, | 
dass die oben beschriebene Erscheinung mit dem Ottmerschen Nebenmaximum | 
im Zusammenhange steht. i 


q 
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Das Ottmersche Nebenmaximum ist eine sich lang ausdehnende Absorp- 
tionserhebung, die wahrscheinlich nichts anderes als das Resultat der Super- 
position mehrerer einander bedeckender Resonanzbanden ist. Am Hervor- 
bringen des Nebenmaximums nehmen mehrere Zentrentypen teil, die nach 
Seitz [2 | mit der Assoziation von F-Zentren und Ionenléchern im Zusammenhange 
stehen. Die einzelnen Zentrentypen unterscheiden sich nicht nur durch die 
Anzahl der F’-Zentren und der mit den F-Zentren assoziierten Lécher (Lécher- 
paare), sondern auch durch die gegenseitige Stellung der »Bestandteile«. Uber 
diese Zeutrentypen wissen wir noch sehr weuig, es scheint aber festzustehen, 
dass auch solche unter ihnen vorkommen, aus denen ein Elektron infolge der 
Lichtabsorption in das Leitungsband geraten kann. Auch unsere Untersuchun- 
gen, die an ausgeruhten Kristallen durchgefiihrt wurden, lassen diesen Schluss 
zu; wir haben ja bei den grossen Wellenlingen einen lichtelektrischen Primar- 
strom gemessen [5]. 

Am Hervorbringen der beschriebenen Erscheinung spielen nach unserer 
Vorstellung eben die in den komplizierteren Zentren anwesenden Jonenlécher 
eine wesenutliche Rolle. Gibt namlich ein »Komplex« ein Photoelektron ab, 
dann kann infolge der Ionenwanderung eine Abtrennung eines iiberfliissig gewor- 
denen Halogenionenloches vom Komplex auf die Elektronenabspaltung folgen, 
bevor das Ion das fehlende Elektron ersetzen konnte. Wir halten es fiir méglich, 
dass die Komplexe auch als Elektronenfanger wirken kénnen. Dem Elektronen- 
abfang kann — falls inzwischen keine Photoelektronenabspaltung vorgekommen 
ist — die Abtrennung eines iberflissig gewordenen Alkaliionenloches folgen. 
Die Bestrahlung mit Licht von verschiedenen Wellenlangen kann also in den 
Kristallen verwickelte Vorginge auslésen, die mit Abspaltung und Abfang von 
Elektronen, mit Abtrennung, sogar vollstindiger Befreiung und spiiter mit 
neuerer Assoziation der einsamen Jonenlécher verbunden sind, und es eutsteht 
endlich wach der Absorption einer gewissen Lichtmenge ein dynamischer Gleich- 
gewichtzustand. Es ist denkbar, dass diese Prozesse unter unseren gegenwirtigen 
Untersuchungsbedingungen hei der Durchschnittsabsorption der Komplexe 
keinen messbaren Unterschied bewirken. 

Anders steht es mit der Photoleitung; die elektronenabgebenden und 
elektronenabfangenden Komplexe, oder die aus diesen in grosser Anzahl frei 
gewordenen einsamen Ionenlécher verursachen im Schubwege der Photoelektro- 
nen wesentliche Veranderungen. Falls der Kristall z. B. rotbestrahlt ist, verliert 
ein Teil der das rote Licht absorbierenden Komplexe sein Elektron, und diese 
positiv geladenen Komplexe oder die aus diesen in grosser Menge frei gewordenen 
Halogenionenlécher wirken als Elektronenfanger. Deshalb beobachteten wir 
unmittelbar nach der Rotbestrahlung stets kleinere Photostréme als an ausge- 


_ruhten Kristallen. Das Ruhenlassen verursacht bloss, dass die frei gewordenen 


einsamen Ionenlécher wahrend ihrer Wanderung sich wieder zu Paaren assozi- 


ieren und sich zufallig an die anwesenden F-Zentren oder an gréssere Komplexe 
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anschliessen. Der ausgeruhte Zustand stellt sich nach unseren Messungen in 
6—10 Stunden ein. Diese Zeitdauer ist ungefahr genug, damit sich die einsamen 
Tonenlécher infolge der Ionenwanderung zu Paaren oder grésseren Komplexen 
zusammenschliessen kénnen. Da die Vorbestrahlung mit verschiedenen Wellen- 
langen verschiedene Zustande hervorbringt, ist es wahrscheinlich, dass die nach 
den verschiedenen Vorbestrahlungen in ausgeruhten Kristallen entstehenden 
Komplexe, bzw. deren Verteilung gleichfalls verschieden sein wird. Die ein- 
zelnen Zustinde, besonders die ausgeruhten sind nur annahernd reproduzierbar, 
demgemiss sind die zu den einzelnen Zustanden gehérenden Photostréme eben- 
falls nur innerhalb grosser Fehler zu reproduzieren. 

Der Verfasser hat die beschriebene Erscheinung in seiner erwahnten 
Abhandlung mit den in den additiv verfarbten Kristallen entstehenden Kolloid- 
teilchen in Verbindung gebracht und »Kolloid-Anregung« genannt. Wir wissen 
iiber Entstehung von Kolloiden in réntgenisierten Kristallen gar nichts, die 
Benennung ist also nicht passend. Wir werden aber bis auf weiteres — in 
Ermangelung einer Besseren — diesen Ausdruck brauchen. 

Zum Schluss méchten wir wieder betonen, dass unsere oben beschriebene 
Vorstellung gegenwartig fiir nicht mehr als eine einfache Arbeitshypothese 
anzusehen ist, die noch weitere, besonders bei verschiedenen Temperaturen 
durchzufihrende Untersuchungen benitigt. 


Zusammenfassung 


1. Es wurde die spektrale Verteilung der Lichtabsorption und der Photo. 
leitung an natirlichen und sehr stark réntgenisierten, mit Licht von verschiede- 
nen Wellenlangen (720 mv und 465 m/) vorbestrahlten NaCl-Kristallen gemessen- 
Die Absorptionsmessungen haben die aus der Literatur wohlbekannten Ergeb- 
nisse gebracht : 

a) Infolge von Blaubestrahlung wurde der Kristall teilweise entfarbt 
(irreversible Wirkung). 

b) Infolge der Blaubestrahlung zeigt sich auch eine reversible Wirkung, 
die durch den Ubergang F—F’ zu erklaren ist. 

c) Der Ubergang F’—F kann mittels einer Rotbestrahlung beschleunigt 
werden. Die Rotbestrahlung stellt die urspriingliche Absorption des Kristalls 
(des im Dunkeln ausgeruhten Kristalls) innerhalb der Messfehler wieder her. 

2. Wahrend in den in der Literatur beschriebenen Fallen sowohl bei der 
Photoleitung als auch bei der Absorption ein iibereinstimmendes Verhalten 
beobachtet: wurde, wird nach unseren Messungen bei der Photoleitung auf die 
obigen Effekte auch eine neue Lichtwirkung superponiert, die wir bis auf wei- 
teres »Kolloid—Anregung« nennen. Infolgedessen ist die spektrale Verteilung der 
Photoleitung verschieden, je nach der Wellenlange, mit der der kurzgeschlossene 
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Kristall bestrahlt wird. Die Photoleitung hat auch an dem im Dunkeln ausge- 
ruhten Kristall verschiedene spektrale Verteilung, je nach der Wellenlinge der 
Vorbestrahlung, nach der wir den kurzgeschlossenen Kristall ausruhen liessen. 
Die verschiedenen Zustinde sind innerhalb von etwa +10% reproduzierbar, 
und jeder Zustand kann bei geeignet gewahlter Wellenlinge der Vorbestrahlung 


hergestellt werden. 
Die Stromzeitkurven lassen sich in jedem Fall mit dem bekannten Mecha- 


nismus erklaren. 

3. Die an nach der Rotvorbestrahlung ausgeruhten Kristallen gemessenen 
Photostromstarken sind grésser als die unmittelbar nach der Rotbestrahlung 
gemessenen. Die prozentuelle Abweichung ist bei den lingeren Wellenlangen 
groésser als bei den kiirzeren. 

4. Es scheint, dass bei Zunahme der Réntgenisierungsdauer auch die 
»Kolloid—Anregung« zunimmt. Bei den Kristallen, an denen das Ottmersche 
Nebenmaximum deutlich zu bemerken ist, tritt die Wirkung  gleichfalls 


zweifellos hervor. 
Der Verfasser hat diese neueren Untersuchungen zusammen mit seinem 


Mitarbeiter R. Voszka durchgefiihrt, dem er fiir die mithevolle und gewissenhafte 
Mitwirkung seinen besten Dank ausspricht. 
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O ®OTOSJIEKTPHYECKUX CBOMCTBAX KPHCTAJIJIOB NaCl, H3JIYYAEMbIX 
PEHTTEHOBCKMMH JIYUAMU 


WU. Tapan 
Pe3srwme 


ABTOPOM ObLIM TIpOBeAeHbI UCCMeAOBAHUA MO POTONPOBOAMMOCTH M MOrsmOMWeHMIO ecTe- 
CTBCHHBIX KpucTa10B NaC] (KaMeHHas COIb U3 OONMacTH Bunnuka), MgJIy4aeMBIxX PCHreHOB- 
CKHMM JITy¥amu. UTO KacaeTCA MOPMOUeCHHA, KPHCTaJIbI NOKasaIM CBOMCTBa, M3BeCTHBIe U3 
wMTepatyppl. [Ip uccneqoBanuu OTOMpOBOsAUMOCTH, HaOIOMAeTCA KPOMe U3BECTHEIX aPpex- 
TOB HOBbIi opeKT, CBASAHHbIM, NOBMAMMOMy, C fOOaBOUHBIM MaKCHMyMOM TIOTJOMeHHA, 
HaXOJAUIMMCA Ha JJIMHOBOHOBOM cTOpoHe F-1eHtpa. HeckobKO eT TOMy Ha3sajq_ aBTOPOM 
Obl OOHApyKeH 9TOT Ke JPeKT Ha AAHTHBHO-KpaleHHbIX KpucTanax NaCl, Beipanyen- 


HbIX H3 paciilaBa COJIH. 
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KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS 


BEMERKUNGEN ZUR LOSUNG DER SCHRODINGER- 
GLEICHUNG MITTELS DES VARIATIONSVERFAHRENS* 


Von 
J. I. HORVATH 


INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED 
(Eingegangen : 25, VIII, 1953): 


Wie allgemein bekannt, scheint das Variationsverfahren zur Lésung der 
Schrédinger-Gleichung des Mehrteilchenproblems der Wellenmechanik eines der 
brauchbarsten Naherungsverfahren zu sein [1]. Wie die schénen und erfolg- 
reichen Anwendungen des Variationsverfahrens von Hylleraas, James und 
Coolidge, bzw. von ihren Nachfolgern zeigen, gibt diese Methode mit spektro- 
skopischer Sicherheit die Eigenwerte der atom- und molekiilphysikalischen 
Probleme. Es ist jedoch auch bekannt, dass bei diesem Verfahren die einer 
Minimalfolge entsprechenden Energiewerte den exakten Eigenwert viel rascher 
approximieren, als die Minimalfolge die exakte Eigenfunktion approximiert. 
Ja noch mehr, eine nahere Untersuchung zeigt sogar, worauf auch P. Gombds 
[2] hingewiesen hat, dass eine Minimalfolge nicht unbedingt gegen die exakte 
Eigenfunktion zu konvergieren braucht, auch dann nicht, wenn die Existenz 
einer Lésung an sich feststeht. Darum lasst sich unmittelbar einsehen, dass es 
manchmal von grundsatzlicher Wichtigkeit ist, die Abweichung der mittels 
des Variationsverfahrens berechneten Eigenfunktion von der exakten Eigen- 
funktion abzuschatzen, insbesondere, wenn man die durch das Variationsver- 
fahren angegebene Eigenfunktion zur nullten Naherung eines Perturbations- 
verfahrens beniitzen will. 

In dieser Abschatzung steckt aber eine grosse Schwierigkeit, da namlich 
die exakten Eigenfunktionen nicht bekannt sind. Um die Abschatzung der 
obenerwaihnten Abweichung in elementarer Weise durchfihren zu kénnen, hat 
man also zuerst nach Vergleichungsfunktionen zu suchen. Gegebenenfalls kénnen 
als solche die Hartreeschen, bzw. Hartree— Fockschen Funktionen in Betracht 
kommen, die die besten Annaherungen fiir die Wellenfunktionen der Elektronen 
vou Atomen mit héheren Ordnungszahlen geben. 

Betrachten wir als Beispiel die Eigenfunktion des Valenzelektrons vom 
Kalium. In Abb. 1 haben wir die von Gombds [3] mittels des Variationsver- 
fahrens berechnete Wellenfunktion und die entsprechende tabellierte Hartree— 


* Bemerkung zum Vortrage von P. Gombds an der Sitzung der Ersten Ungarischen 
Physikerkongress 
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Focksche Funktion [4] angegeben. Da das Vorzeichen der Eigenfunktionen 
bedeutungslos ist, sieht man unmittelbar, dass die beiden Funktionen im Mittel 
gut iibereinstimmen; was noch offensichtlicher wird, wenn man uicht die Eigen- 
funktionen selbst, sondern die entsprechenden radialen Elektronendichtefunk- 
tionen vergleicht (Abb. 2). 

Diese Abschatzung fiir die Abweichung der Eigenfunktionen kann einer- 
seits vom mathematischem, andererseits vom praktischen Standpunkte aus 
nicht als hinreichend betrachtet werden. Da uns namlich die Hartree— Fockschen 
Funktionen nur fiir wenige Atome zur Verfiigung stehen [5], und die Hartree- 
Fockschen Eigenfunktionen selbst noch keine exakten Eigenfunktionen sind, 
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Abb, 1 


gibt die Abweichung von den Hartree— Fockschen Higenfunktionen noch nicht 
die Abweichung von den exakten Eigenfunktionen an. 

Als mathematisch hinreichender und auch physikalisch bedeutungsvoller 
lasst sich die nachfolgende Methode zur Abschatzung der Fehler der durch das 
Variationsverfahren (und natiirlich auch mittels irgendeiner anderen Methode) 
berechneten Eigenfunktionen bezeichnen : 


Wir geben die Potentialfunktion von derselben Schrédinger-Gleichung an, 


deren exakte Lésung die mittels des Variationsverfahrens berechnete Eigenfunktion — 


darstellt ; wir wollen diese Potentialfunktion durch W bezeichnen. Ist nun die 
Potentialfunktion der urspriinglichen Schrédinger-Gleichung V,dann lésst sich 


die Abweichung unserer Eigenfunktionen von der exakten Lésung entweder . einfach 
durch 


® = max|W (r)—V (r) |, (1) 
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oder in einem angegebenen Intervall (a, b) durch 


® = [|W @—V()|2ar (2) 


messen, 


Abb, 2 


Abb. 3 gibt die beiden Potentialfunktionen 
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bzw. 
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und die Funktion ® in dem obenerwihnten Falle des Kaliums an. 

Diese Abschaitzungsmethode fiir die Bestimmung des Fehlers der berechne- 
ten Lésung besitzt, insbesondere vom physikalischen Standpunkte aus, einige 
bedeutende Vorteile. Es lasst sich namlich unmittelbar einsehen, dass diese 
Abschatzungsmethode nicht nur grob das Mass des gesuchten Fehlers angibt, 
sondern auch darauf hinweist, in welchem Intervall sich unsere Eigenfunktion 
der exakten am besten anpasst. Somit lasst sich ohne weiteres zeigen, was fiir 
eine Vernachlassigung die Benutzung der mittels des Variationsverfahrens 
berechneten Eigenfunktion bei der potentiellen Energie des urspriinglichen 
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Problems, d. h. bei der Wechselwirkung des Valenzelektrons und des Atom- 
rumpfes, bedeutet, und unter welchen Umstanden die Naherungseigenfunktion 
benutzt werden kann. 

Weiterhin wollen wir darauf hinweisen, dass noch eine weitere Méglich- 
keit in dieser Abschatzungsmethode steckt. Die Potentialfunktion W ist namlich 
eine explizite Funktion der Parameter unserer Naherungseigenfunktion. Wenn 
wir also fiir diese Parameter diejenigen Werte wahlen, die entweder (1), oder 
(2) zum Minimum machen, dann haben wir eine neue halbempirische Methode 
zur Bestimmung der gesuchten Eigenfunktionen selbst gewonnen. 


a 10./wir)-virif 
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= 


Abb. 3 


Das Verfahren erinnert an die Variationsmethode. Wir miissen namlich 
fiir die Eigenfunktion eine der Natur des Problems entsprechende Folge von 
Funktionen ansetzen, die eine Anzahl zunachst unbestimmter Parameter ent- 
halten, welche aus der Forderung bestimmt werden, dass unsere obenerwahnte 
Funktion ®, bzw. ©’ als Funktion dieser Parameter ein Minimum aufzuweisen 
hat. Unsere Methode hat den Vorteil, dass die beiden Ausdriicke ® und & ein- 
fachere Funktionen der Parameter sind als die Energie bei dem Variationsver- 
fahren. Der Anwendungsméglichkeit der Methode werden jedoch dadurch 
Schranken gesetzt, dass W den Energieeigenwert des Elektrons E als empi- 
rischen Parameter enthalt. Um entscheiden zu kénnen, wieweit diese Methode 
in der Praxis bei der wirklichen Berechnung der Eigenfunktionen anwendbar 
ist, miissen wir diese Methode auch bei der Bestimmung der Eigenfunktions- 


parameter anwenden, worauf wir ein anderes Mal noch zuriickkommen wollen. 
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Schliesslich wollen wir noch darauf hinweisen, dass das Variationsver- 
fahren, an Stelle der direkten Berechnung der Schrédinger-Gleichung, die Berech- 
nung der Eigenfunktion auf ein Integralprinzip zuriickfiihrt. Das Integralprinzip 
und die damit zusammenhingende Minimumforderung kann aber durch eine 
viel allgemeinere Funktionenklasse als die urspriingliche Schrédinger-Gleichung 
erfillt werden. Somit kann das Variationsverfahren von diesem Gesichtspunkte 
aus als eine Verallgemeinerung der Wellenmechanik | etrachtet werden, die 
unsere Aufmerksamkeit von den Schrédingerschen Differentialgleichungen auf 
die entsprechenden Integralgleichungen hinlenkt. 
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ON THE APPLICATION OF A SIMPLE MAGNETIC 
RESONANCE ABSORPTION DEVICE FOR 
QUANTITATIVE MEASUREMENTS* 


By 
P. S. FARAGO, M. GECS and J. MERTZ 
CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST 


(Received 12, IX. 1953) 


Hopkins [1] described a very simple apparatus for the detection of nuclear 
| resonance absorption. Its operation can be summarized as follows (Fig. 1). The 
sample to be studied is mounted within a small coil which is inser 
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stant magnetic field, with the axis of the coil at right angles to the direction of 
the field. The coil and a condenser form the resonant circuit of a regenerative 
detector (Fig. 2). The regeneration control is .advanced until self-sustained 
iscillations are just maintained. When the oscillator frequency coincides with 
the Larmor precessional frequency of the nuclei in the sample, energy is absorbed 
»y them from the r. f. field. This energy drop decreases the amplitude of the 


* The publication of this paper was delayed by technical circumstances. The results 
eported here were presented already in 1951 at the Conference of the Hung. Phys. Soc. Pécs. 
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oscillation and if the magnetic field intensity is carried back and forth through 
its resonant value, a V-shaped dip appears in a horizontal C.R.O. trace (Fig. 3). 
Using the same appratus we found that it can be applied not only to deter- 
mining the resonance value of the magnetic field for a given oscillator frequency, 
but also to the complete determination of the absorption curve usually carried 
out with the aid of much more complicated devices. 
It is well known that resonance absorption (and nuclear induction as 


He 


well) can be described with the aid of a complex susceptibility [2] x = x’ — jJL3 
the power absorbed in unit volume of the sample being : 


W,=2Hiox", (1) 


where 2H, is the amplitude of the r. f. magnetic field, @ its circular frequency. 
The imaginary component of the susceptibility is 


1 
1 + T3(o,—o)? + 7? HiT, T, é 


” 


if 
YL" == Ay %T 
3 ote 


where the meaning of the symbols are the following: %: Curie-susceptibility, — 
Wp»: 2% Larmor precessional frequency in the field Hy, y : gyromagnetic ratio 
of the nuclei, T, and T,,: the spin-lattice and spin-spin relaxation times re- 
spectively. 

Considering now a feedback amplifier with nominal gain K and feedback 
B, the condition of self-sustained oscillations is: 


where gm is the mutual conductance, R the inner resistance 
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L the inductance, Q the total quality factor of the resonant circuit (w LQ = 7, 
is the resistance of the resonant circuit at resonance). 

The quality factor is defined as 27-times the ratio of the energy stored 
in the circuit and the power dissipated in losses within the circuit and to external 
load during one cycle. In our case — because of the absorption within it — 
the sample plays the role of the external load, and as the maximum energy 


| Fig. 3 


density in the coil is E = (2H,)2/8 x, it can be represented by the following 
quality factor : 


E 
Oye Oe (3) 


If the quality factor of the resonant circuit itself is Q,, the resulting 
(Q-factor is 1/9 =1/Q, + 1/Q,, and the relative change of the Q-factor due to. 
absorption is 


AQ ihe. C-¢ 0; ~ Q, = A4nQ x" (4) 
0, 0, +A % : : 


\(because Q, ~ 100 << Q ~ 10). 
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All other quantities in equ. (2) being constant, the variation of the »loaded 
Q« with the -absorption must be compensated by a corresponding variation 
of the (average) mutual ‘conductance. From equ. (2) : 


Agm _ Rian gee 
8m oLQ+R Q 


(5) 


The variation of gm in turn is produced by a change of the amplitude of the 
oscillation. 

As is known from the general theory of feedback oscillators the amplitude 
of the oscillation U varies continuously with (average) mutual conductance 


Q 


Fig. 4 


within a finite interval. Owing to (5) the same is true for the relation betweer 
the amplitude U and Q as well. Since the variation of the Q-factor due to absorp-— 
tion is extremely small, the variation of the amplitude as a function of Q within 
this region may be taken to be linear and thus : ‘ 


au = (2 


Pe a Eales: « 


The variation of the amplitude, i. e. the amplitude modulation, that after demon- 
dulation appears on the C.R.O. screen, is directly proportional to y’’ and there- 
fore reproduces the shape of the absorption curve. x 
An absorbtion signal is reproduced in Fig, 3., the calcucated absorb- 
tion curve is indicated by the dotted line. : 
If the amplitude as a function of the Q-value: U = U (Q) is determined. 
experimentally, not only the shape of the absorption curve can be obtained 


but also an absolute scale can be provided. Since a resonant circuit I (Fig. 
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induces a pure resistance into a second resonant circuit II, if they are coupled 
inductively and both have the same resonant frequency, the induced resi- 


stance depends only on the coupling between the two circuits, the function 
U =U (Q) can be obtained very easily. 
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SUR L’EQUATION D’ETAT DE VAN DER WAALS! 


Par 
Ch. JORDAN 


BUDAPEST 


(Manuscrit présenté le 19 février 1953) 


La formule de Van der Waals, valable pour les états gazeux et liquides 
de la matiére est la suivante: 


(p+ S\e—n TR (1) 


.ou v est le volume de gaz, p sa pression, T sa température absolue et R une 

| constante universelle, la méme pour tous les gaz; a et b sont des paramétres, 
qui doivent étre calculés pour chaque gaz particulier. Sil’on choisit comme unité 
du volume v du gaz son volume a 0° C et a 1 atmosphére de pression, et l’unité 
de p la pression atmosphérique, puis, l’unité de T le centigrade: alors, 
comme dans le cas des gaz parfaits on a vp = RT, il résulte, en conséquence 
des unités choisies, que 1-1 =273-R donc R =0,003662; ou pour une 
molécule-gramme en unités C.G.S. R = 83,24 megerg par degré. 

La surface (1) est du quatriéme degré ; Visotherme correspondante A une 
‘certaine température T, présente un point d’inflexion dont la tangente est 
paralléle 4 ’axe des p. Désignons les coordonnées correspondant a ce point 
par vo, Po, To, et appelons le provisoirement point de Van der Waals. Comme 
on a en ce point 
RT a@,. dp 0 d*p sy; 

v—b wv dv Py dvs a. 


(2. 


ces trois équations déterminent les coordonnés du point d’inflexion : 


; a 8a 
== le a Sy OI Ty) = 2) 
re Po oT’ ° ~—«- QTR ( 


Il en résulte, dans les unités ci-dessus mentionnées 


%Po _ 3 R_ 0.00137 (3) 
t,o» 8 


1 Le sujet de ce mémoire faisait partie de la conférence tenue par l’auteur le 3 novembre 
'1952 & Académie Hongroise des Sciences. 
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L’énergie cinétique moléculaire par degré des gaz est donnée par 


3 a 3 
aerate ree any (5) 


Elle est la méme A tous les points de la surface. Dans le cas des gaz parfaits 
on aa =0 et b =0 donc l’équation se réduit 4 


5 R= 0,0054¢3 


Finalement au point de Van der Waals d’un gaz quelconque on a 


—— Te 


tp ee Poti ip, 


ip ae 


a a 


ce qui confirme l’équation (3). 
En introduisant dans l’équation (1) des variables nouvelles 


ps ieee, aes 


V9 Po Ty 


elle devient, aprés avoir remplacé les paramétres a et b par leur valeurs (4), 
l’équation des états correspondants de Van der Waals : 


(y+ =] (39—1)=80 


laquelle est valable pour toutes les substances; mais il faut remarquer que 
V9» Po» To sont les coordonnés du point de Van der Waals. 

On a cru pouvoir identifier ce point, au point critique; or Vexpérience © 
montre que les coordonnés du point critique ne satisfont pas a Péquation (3), 
pas méme d’une maniére approximative. En effet la quantité exprimée par 
’équation (3) est pour tous les gaz bien inférieure 4 0,00137. Pour une centaine — 
de gaz, dont les trois constantes critiques sont connues ; elle varie de 0,00088 
& 0,00105, la moyenne étant de 0,00100. Sydney Young a trouvé pour un grand 
nombre de substances que la quantité en question est égale a 0,00097. 

Malgré que les constantes critiques soient, considérant les grands écarts 
obtenus par les investigateurs différents, assez incertaines, il n’est guére admis- 
sible que les écarts entre les coordonnés du point critique et du point de Van 
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der Waals soient dis a des erreurs d’observation, car ces écarts sont trop grands 
et tous du méme sens. 

Les paramétres a et b ont été déterminés généralement A l’aide des con- 
stantes critiques, en se servant des équations (2), mais ce sont trois équations 
a deux inconnues ; comme les constantes critiques ne satisfont pas a a l’équation 
(3), on en oe que les 3 équations sont incompatibles. Généralement on 
a déterminé a et b par les deux premiéres équations (2); c’est arbitraire, car 
en choisissant deux autres on aurait obtenu d’autres valeurs de a et 6. Tl faut 
encore remarquer que l’approximation des valeurs v;, pi, T; observées,.a l'aide 
des paramétres ainsi obtenus est insuffisante. 

Il en résulte que la longue liste des paramétres a et b, que les Tables de 
Landolt— Bornstein publient dans toutes les éditions depuis plus de quarante 
ans, et qui ont été calculés de cette maniére, est arbitraire et sans aucune valeur. 
En outre il faut remarquer que l’équation des états correspondants baséé sur 
les grandeurs ciritiques est inutilisable. 

De plus, méme si l’on avait des équations irreprochables donnant les 
paramétres a et 6 a l’aide des constantes critiques, il ne serait pas avantageux 
de les déterminer de cette maniére, car alors on ferait simplement passer la 
surface’ ‘par un seul point donné par l’observation, ce qui est désavantageux. 
Il vaut mieux de faire une série d’observations v;, pi, Ti, et comme 1’é: énergie 
cinétique des molécules par degré doit étre constante & chaque point de la surface, 
de disposer des paramétres a et b de maniére que I’écart de cette énergie de sa 


3 
valeur théorique R soit aussi petit que possible, c’est a dire que 


3 a 3 2 
aS ; + Vj b R 
Ble (p. al ae 


soit minimum. 
J’ai effectué ces calcules dans le cas de l’acide carbonique et de l’éthyléne. 


Les résultats obtenus étaient” 


CO, a =0,0060 b =0,0010 
C,H, a =0,0050 b =0,0010. 
L’approximation obtenue était trés bonne, en effet l’écart quadratique de l’énergie 
3 
observée et de > R =0,00549 était égal a 0,00010. 


Comme les valeurs de a et 6 ainsi obtenues ne sont pas celles qui donnent 
la meilleure approximation des grandeurs v;, p; et T; observées, il faut encore 


2 Les Tables des observations et des résultats sont publiées dans le Magyar Fizikai 
Folyéirat, 1953. 
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montrer que leur approximation est assez bonne ; or j’ai trouvé dans les deux 
cas une approximation trés acceptable, méme au point critique. 

Si Yon désire que l’équation d’état donne des valeurs numériques a peu 
prés exactes, aussi bien pour énergie (5) que pour les constantes critiques 
et pour les minima des pv sur les isothermes, et qu’elle soit une bonne approxi- 
mation des résultats d’observation, il faudrait qu’elle contienne au moins 4 ou 
5 paramétres disponibles. On doit considérer les bons résultats obtenus 4 l’aide 
des deux paramétres de la formule de Van der Waals comme surprenants. 

Les résultats de calcul obtenus fournissent une vérification de la formule 
(5) de Van der Waals, les résultats défavorables obtenus jusquici étant dis 
A la détermination défectueuse des paramétres. Evidemment il serait utile de 
faire des observations concernant d’autres substances et d’y répéter les calculs 


précédents. 


UBER DAS VERHALTEN DER STATISTISCH 
BERECHNETEN ELEKTRONENDICHTEN 
IN DER NAHE DER ATOMKERNE 


Von 
R. GASPAR 
ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FUR PHYSIK, BUDAPEST* 
ABTEILUNG FUR THEORETISCHE PHYSIK 


(Eingegangen: 30. XI. 1953.) 


Eine der wichtigsten Aufgaben der statistischen Atomtheorie besteht 
in der Bestimmung der Dichteverteilung der in den Atomen befindlichen Elektro- 
nen. Die statistische Atomtheorie hat fiir diesen Zweck sehr einfache Methoden 
ausgearbeitet, von denen die Dichteverteilung der sogenannten Thomas-Fer- 
mischen Naherung als die einfachste bezeichnet werden kann. Diese fiihrt die 
Bestimmung der Dichteverteilung letzten Endes auf die Bestimmung einer 
universellen Funktion zuriick [1]. Diese sehr leicht bestimmbare Dichtever- 
teilung weist aber in zwei Bereichen bedeutende Fehler auf. In dem vom Atom- 
kern entfernten Bereich verschwindet die Dichteverteilung sehr langsam, 
namlich wie 1/r®, weil die elektrostatische Selbstwechselwirkung der Elektronen 
die Klektronenwolke allzusehr auflockert. Die wellenmechanische Dichtever- 
teilung verschwindet dagegen exponential, also viel rascher. Dieser Fehler des 
statistischen Modells wird von den spateren Erweiterungen der Theorie (Fermi- 
Amaldische Korrektion, Austauschkorrektion bzw. Korrektion durch Korre- 
lation) im wesentlichen ausgeschaltet. In unmittelbarer Nahe des Atomkerns 
wird die Dichteverteilung aber auch weiterhin wie 1/r3/? unendlich, im Gegen- 
satz zur wellenmechanischen Dichteverteilung, welche an der Stelle des Atom- 
kerns konstant ist. Diesen Fehler weist im Grunde die grosse Mehrheit der 
statistischen Modelle auf, weil die meisten Korrektionen die Dichteverteilung 
nur in den dusseren Teilen wesentlich beeinflussen. Eine Ausnahme hiervon 
bilden die mit der kinetischen Energiekorrektion erweiterten Modelle [2]. 

Bei mittleren Entfernungen vom Atomkern — dies ist der Bereich mit 
der gréssten Bedeutung fiir das Atom — gibt die Dichteverteilung einen guten 
Durchschnittswert der wellenmechanischen Verteilung. Es soll nunmehr gezeigt 
werden, dass das singulare Verhalten der Dichteverteilung an der Stelle des 
Atomkerns nicht viéllig zufallig ist. 

Zu diesem Zweck sei das Verhalten der wellenmechanischen Dichtever- 
teilung an der Stelle des Atomkernes eingehender untersucht. Das innerste 
Elektron bewegt sich in einem fast wasserstoffartigen Felde, das durch den 


Adresse: Physikalisches Institut der Univecsitat fiir Technische Wissenschaften, Buda- 
foki-at 8., Budapest, XI. 


Atomkern und durch das den Kern etwas abschirmende, andere 1 s-Elektron 
hervorgerufen wird. Von dieser Abschirmungswirkung soll aber in den nach- 
stehenden, mehr qualitativen Uberlegungen abgesehen werden. Dies ist desto 
eher méglich, als der Wert der abschirmenden effektiven Kernladung von der 
Ordnungszahl unabhangig ist, und weil hier eben eine sich mit der Ordnungszahl 
verandernde Eigenschaft untersucht wird. Die Kernladung sei Ze, wo Z die 
Ordnungszahl und e die positive Elementarladung bedeuten ; in diesem Falle 
lautet die Eigenfunktion des sich in diesem Raume bewegenden Elektrons 


Zi\8l? eee, 
v=2(" Cuelace (1) 
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wo r den Betrag des vom Kern zum Elektron gezogenen Radiusvektors und 
a) den kleinsten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnen. Da in der unmittel- 
baren Nahe des Kernes die 1 s-Elektronen am meisten zur Dichte des Atoms 
beitragen, nimmt die Dichte 9 ~ 2 | y |? in der Nahe des Kernes mit der Ord- 
nungszahl Z wie Z?® zu. 

In der statistischen Theorie wird die Dichteverteilung der neutralen Atome 
durch die Funktion 


—— 


3/2 


(2) 


Z E (x) 


ed *” _ cgsi | Po (x) 
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x 


beschrieben, wo (x) eine universelle Funktion ist, die an der Stelle des Kernes 
den Wert (0) =1 animmt und C die von der Ordnungszahl unabhangige 
Konstante C = [42 (0,8853a)) |" bezeichnet. In der Gl. (2) wurden folgende 
Zusammenhinge beriicksichtigt : 


eee 


r 0,8853 ao 


ba p= 7113 (3) 


Wenn die Dichteverteilung in einer ziemlich grossen Umgebung des Atomkernes 
fiir alle Atome, also fiir alle Ordnungszahlen eine mehr oder minder gute Naherung 
der wellenmechanischen Dichteverteilung sein soll, dann miisste der auf der 
rechten Seite der Gl. (2) in Klammern ‘stehende Ausdruck mit der Ordnungs- 
zahl gemiss Z°* zunehmen. Der in Klammern stehende Ausdruck ist jedoch 
hierzu nicht fahig, da ja go(0) =1 und r von der Ordnungszahl unabhangig 
ist. Statt dessen zeigt die Funktion in Abhangigkeit von r dieselbe Singularitat, 
welche die wellenmechanische Eigenfunktion als Funktion von Z zeigt.’ Wegen 
dieses spezifischen Verhaltens gibt Gl. (2) trotz der universellen Beschaffenheit 
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von (x) einen guten Durchschnittswert fiir die wellenmechanische Dichte- 
verteilung mit Ausnahme fiir die Stelle des Kernes und — aus anderen Griinden 
— fir den vom Kern entfernten Bereich. 
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unbeeinflusst, da iiberall mit den richtigen Ausdriicken gerechnet wurde. 


S. 


232. In der Uberschrift der Tabelle I ist hinzuzufiigen : 


Die Kernenergien sind in MeV-Einheiten angegeben. 


- 232. In (46) soll im letzten Ausdruck auf der rechten Seite 


fede 2] ame [ede E)] te 


0 T9 


. 241, Die sechste und siebente Zeile von oben soll richtig folgendermassen lauten : 


Die Werte c, o, E,/A, AE,/A und AEF,/E, sind fiir mehrere Kerne in der Tabelle IT zu- 
sammengestellt. 


. 241, In der Uberschrift der Tabelle II ist hinzuzufiigen : 


Die Energien sind in MeV-Einheiten angegeben. 


. 241, In der Tabelle II soll in der vierten Zeile der ersten Kolonne E,/A statt E, stehen. 


- 241. In der Tabelle IT soll in der fiinften Zeile in der ersten Kolonne AE,/A statt AF, stehen. 


244, In der zehnten Zeile von unten soll 0,18 MeV statt 0,25 MeV stehen. 
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S. 342. Die erste Gleichung (45) soll richtig heissen : 


n n 
we > Sw 


S. 342. In der Gleichung (47) soll —y statt y stehen. 
S. 345, In den Gleichungen (58) und (59) fehlt auf der rechten Seite vor den Integralzeichen 


der Faktor a: 


“ 


S. 345. In der Gleichung (60) soll ¢/;? statt ¢;, stehen. 
S. 345, In der Gleichung (63) soll @/}” statt oj, stehen. 


S. 346. In der Gleichung (70) soll das Argument des arctg im letzten Glied auf der rechten Seite 
in der [ ]-Klammer richtig heissen : 


Pun — Pk 
Po 


S. 348. In der Gleichung (78) soll auf der rechten Seite inder ersten eckigen Klammer 
6 (02 + o3) statt 6 (@n + p)* stehen. 


S. 350. In der dritten Zeile von unten soll pyp statt pyn stehen. 
S. 352. In (96) soll auf der rechten Seite im Nenner 4a, statt 4r, stehen. 


S. 356. In der Gleichung (107) soll im Integranden des ersten Ausdruckes (on? + en) statt 
5/3 5/3 
(en) + @p ) stehen. 


S. 359. In Gleichung (126) soll das letzte Glied auf der linken Seite richtig heissen 


2 
ba 


S. 371. Die vierte Zeile von (190) soll richtig heissen : 


S. 377. In der Unterschrift der Fig. 4 ist hinzuzufiigen : 


. 361. In der 15-ten Zeile von unten soll m = 0, 1, 2, 3,... statt m=1, 2.3)... .1stehens 


— (0,007127 c? + 0,02208 ¢ — 0,04129) (4) | Als,: 
. 371. Die letzte Zeile von (193) soll richtig heissen : 
ye = = 0.04129 Ac 


. 374. In der Unterschrift der Fig. 3 ist hinzuzufiigen : 
E,o/A in MeV-Einheiten. 


E,/A in MeV-Einheiten. 


. 378. In den Unterschriften der Figuren 5 und 6 ist hinzuzufiigen : 
E,/A in MeV-Einheiten. 


. 380. In der Unterschrift der Fig. 7 ist hinzuzufiigen : 


r in ro-Einheiten, @ in 1/r3-Einheiten. 


. 380. In dex Unterschrift der Fig. 8 ist hinzuzufiigen : 
r in rp-Einheiten, D in 1/ro-Einheiten. 


. 384. In (214) soll wy statt wx stehen. 
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